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PREFAZIONE 



Questi Elementi sono sostanzialmente una nuova edi- 
zione di quelli trattati nella parte didattica con la collabo- 
razione dell'egregio prof. Paolo Gazzaniga, ridotti e sem- 
plificati per i Ginnasi superiori e per i Licei, mentre la 
prima edizione é destinata ai Licei e agli Istituti tecnici 
(i, biennio) *). Questa edizione però potrà essere adottata 
anche nel t. biennio degli Istituti tecnici, quando l'insegnante 
la completi con quelle proposizioni, che si trovano già nella 
precedente edizione e sono prescritte dai programmi gover- 
nativi. 

La prefazione è inatta principalmente per gli ingegnan- 
ti; non intendo quindi ripetere qui tutte le considerazioni 
S\olte nella [.rima edizione e nell \\ \ endice, per giustificare 



"*) 6ii.corae inchc iisegmti e'^ieri si occuparono benevol- 
menio di q lesti Elemenii {\\ che dimostra, come è di fatto, clie la 
questione dell insegna nento delli matematica elementare, è inier- 
mzionale) cosi per essi ritengo utile avisnire clie la nostra scuola 
classica SI di>.ide in Ginnasio [cinque chssi) e Liceo (tre classi); 
che il Ginnasio ji suddivide m inferiore [tre classi) e superiore 
(due classi). L Istituto teuni,o (quitlro classi sezione fìsico-maie- 
matica], che dà adito alia Facoltà matematica o ali' Istituto tecnico 
supcriore, È preceduto dalla Scuola tecnica (tre classi). 
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ii mio metodo. Siccome perp,nonoj ìudizi benevoli dati 

e le prove fatte in varie scuole con ilo favorevole, predo- 
mina in alcuni insegnanti il sentimento che i miei Ele- 
menti siano troppo astratti o difficili per una scolaresca di 
media intelligenza, così credo opportuno spiegare i muta- 
menti fettie come, per questa edizione specialmente, quel 
sentimento non sia giustificato. 

I programmi attuali per le nostre scuole classiche pre- 
scrivono per la Geometria razionale nel Ginnasio superiore 
e nel Liceo il metodo di Euclide, che consiste specialmente 
nello stretto rigore scientifico e nell'esclusione di ogni sus- 
sidio dell'Aritmetica e dell'Algebra fino alla teoria della 
misura; ma non prescrivono il testo Euclideo. Tale prescri- 
zione fii resa necessaria dall'invasione nelle nostre scuole 
classiche di certi testi stranieri che non si informano a 
questi principi e pervertono il gusto geometrico. E perciò va 
data lode ai compianti ed illustri nostri matematici Betti e 
Brioschi di avere rimesso in onore in Italia il metodo Eu- 
clideo colla loro' traduzione degli Elementi del sommo geo- 
metra greco. Ma oggidì si può dire che il testo di Euclide 
é abbandonato nel Liceo, mentre nel Ginnasio superiore è 
usato il i.° libro piiì o meno trasvestito. Dopo gli studi 
fa^ti iiitorao ai principi della Geometria sia dal lato scien- 
tìfico che dal lato pedagogico, ritengo anch' io necessario 
di sostituire il trattato Euclideo con altro più moderno; 
ma ritengo ancora che se lo si abbandona nel Liceo lo sì 
debba abbandonare anche nel Ginnai>io. Ora avviene che 
nel Licèo si riprende completamente l'insegnamento della 
Geometria invece che seguitare col te'a'o Euclideo, senza 
trarre così un adeguato profitto da quello dato nel Ginnasio. 
Imperocché se è utile che nel Ginnàsio inferiore l'inse- 
gnamento razionale della Geometria sìa preceduto da un 
breve insegnamento intuitivo per abituare i giovanetti a 
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rendersi famigliari le forme geometriche più comuni, delle 
quali devono poi studiare le proprietà per via di ragiona- 
mento, non si comprende che l'insegnamento razionale sia 
dato in due stadi, che invece di completarsi, spesso si distrug- 
gono a vicenda. Ciò non accade per l'Aritmetica razionale, 
che pure è per gli alunni dapprincipio più difficile della Geo- 
metria. Una -onseguenza di questo doppio indirizzo nell'in- 
segnamento geometrico nel Ginnasio e nel Liceo è ad es. 
questa r che nel Ginnasio si comincia la teoria dell'equiva- 
lenza delle figure piane, che ora non va data ove !a pone 
Euclide, per riprenderla tutta più tardi per le figure piane 
con metodo diverso, e più tardi ancora per le figure solide. 
Cosicché le nozioni sull'equivalenza date nel Ginnasio su- 
periore sono più dannose che utili ai giovani che prose- 
guono i loro studi nel Liceo, e non sono utili, perchè in- 
complete e non accompagnate dalla teoria della misura, 
neppure a quelli che terminano i loro studi nel Ginnasio; 
mentre d'altronde vi sono altre nozioni, come quelle sulla 
circonferenza, che sono più facili e praticamente più utili. 
Ed invero lo stesso Euclide fa uso tacitamente di alcune 
di queste proposizioni fin da principio, il che non contri- 
buisce di certo al pregio del suo libro f. 

Egli è perciò che nella prima parte (lib. I e !I] di que- 
sto trattato, la quale è destinata agli alunni del Ginnasio 
superiore e va ripetuta nella [. classe liceale, sono svolte 
le proposizioni relative alla retta e alla circonferenza che 
servono alla risoluzione dei problemi elementari colla riga 
e col compasso. Tuttavia sono aggiunte in appendice alla 
prima parte la prime nozioni sull'equivalenza delle figure 
piane corrispondenti a quelle del libro [ di Euclide (che si 
trovano poi svolte allo stesso modo nel mio libro IV) per que- 
gli insegnanti che preferiscono dare queste nozioni invece 
di quelle dei paragrafi 8-10 sulla circonferenza. Ed è ap- 
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ponto per rendere più facile la adozione del mio metodo 
anche ne! Ginnasio superiore che ho notevolraenre sempli- 
ficato il I libro e nel libro II ho date come postulati 
alcune proposizioni intuitivamente evidenti del piano, che 
neir edizione completa sono invece dimostrate. I postulati 
necessari per la trattazione teorica sono otto, enumerati con 
nomeri romani; gli altri stampati in corsivo, o sono pro- 
posizioni che si possono dimostrare, cioè i post, dei nn. io, 
31, 63 e 67. o che si possono evitare per la trattazione teo- 
rica, come il post, del n. 36, ma che sono nece?!sari pratica- 
mente; o finalmente che possono essere evitate anche pra- 
ticamente, come quello del n. 58, estendendo però il con- 
cetto del punto, come è dimostrato nell'Appendice alla prima 
edizione. Si è tralasciata la teoria delle figure congruenti 
e simmetriche e T applicazione di esse al movimento senza 
deformazione. Di tale movimento si fa uso soltanto nelle 
osservazioni empiriche o pratiche. E torno a ripetere qui 
senza che io abbia bisoano di confutare qualche osservazione 
in contrario, che se di tale movimento si ha bisogno come 
fw^fo pratico per la costruzione delle figure ad es. sul foglio 
del disegno, non solo esso non è necessario alla Geometria 
razionale, ma non può essere trattato geometricamente con 
rigore senza i concetti di figure eguali. Ho semplificato il 
principio anche del libro HI, e perciò è venuta meno i'op- 
portunità di introdurre i concetti di punto e di retta all'in- 
finito per definire le rette e i piani paralleli, aggiungendo 
però una nota per quegli insegnanti che credessero di adot- 
tarli in luogo delle solite definizioni, ed anche per dimo- 
strare quali vantaggi presentano tali concetti in una tratta- 
zione più estesa della Geometria. 

Questo anzitutto non è uno dei tanti libri del ge- 
nere, fatti prendendo in esame i migliori trattali, mutando 
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qua e là l'ordine della materia, o le dimostrazioni, o la 
forma dell'esposizione, aggiungendo o togliendo qualche po- 
stulato; ma è il prodotto, dirò così, pratico dei miei studi 
intorno ai principi della Geometria e pubblicati nel miei 
Jòndamenti *). Le disquisizioni critiche intorno ai principi 
della scienza devono essere bandite dalla scuola, perchè la 
critica si fa quando già si conosce la scienza; ma chi vuole 
scrivere un libro per la scuola o trattare con esattezza e eoa 
novità di risultati qualche problema importante, non può 
esonerarsi da una larga preparazione scientifica nelle que- 
stioni relative ai principi della scienza, come non può eso- 
nerarsi dalla conoscenza di tali questioni chi vnole fare una 
buona scelta dei libri di testo. 

Il principio a cui soddisfano questi Elementi, e senza 
del quale è vano parlare di stretto rigore scientifico, è que- 
sto : che astraendo dall' intuizione, dal sistema di proposi- 
zioni geometriche deve rimanere un sistema di proposizioni 
astratte, logicamente bene determinate, indipendenti cioè 
dal loro significato geometrico, come neh' aritmetica. Egli è 
perciò che si devono escludere da principio dal ragionamento 
le idee di linea, di superficie, di movimento senza defor- 
mazione ecc., perchè non si sa geometricamente che cosa 
sia la linea, la superfìcie ecc., e quindi qnesti vocaboli por- 
tano nel ragionamento dei concetti logicamente indetermi- 
nati. Ma se escludo queste idee dalle proposizioni e dalle 
dimostrazioni, ciò non significa che io voglia bandire l'in- 
tuizione dall'insegnamento geometrico. Non è certo a me, 
che ho fatto largo uso dell' intuizione spaziale anche lad- 
dove sembrava ad essa chiusa ogni via che si può fare una 
simile obiezione. Desidero anzi che ogni proposizione ed 



■^) Tip. del Seminario, Padova 1851. Trad. ted. di A. Scliepp. 
Ed, Teubuer, 189,^. 
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ogni ragionamento siano preceduti e continuamente veli- 
ficati dall' intuizione spaziale mediante !'■ osservazione di 
figure tracciate sulla lavagna o di modelli che aiutino lo 
svolgimento dell'i maginati va geometrica e il ragionamento. 
A questo scopo si sono anzi premesse ai postulati e ad 
alcune definizioni delle osservazioni empiriche, nelle quali 
sì fa uso di concetti acquistati già dagli alunni empirica- 
mente, che servono a chiarirli e a giustificarli, ma senza 
che di quei concetti si faccia uso nel ragionamento, quando 
essi non siano stati logicamente stabiliti nelle proposizioni 
che servono di base a! ragionamento stesso. Così ad es. 
nell'oss. emp, II del n. 5 si fa uso dell'intuizione cti corpo, 
di superficie e dì linea e delle loro parti per richiamare l'in- 
tuizione del punto, ma nel post. I: Esistono punti distinti, 
questi concetti non c'entrano affatto: logicamente, facendo 
astrazione dall'intuizione rimane questa proposizione; Esì- 
stono elementi distinti. Le osservazioni empiriche non co- 
stituiscono dunque una parte integrante dello svolgimento 
logico della geometria, sebbene l'intuizione spaziale sia ne- 
cessaria per stabilire il significato geometrico degli enti che 
si considerano, e sia necessaria per enunciare i postulati stessi, 
in modo che la geometria elementare descrìva le proprietà 
di forma e di grandezza degli oggetti esteriori. Chi volesse 
dunque trovare nelle osservazioni empiriche dei concetti 
logicamente bene determinati, come è accaduto, non compren- 
derebbe il significato di esse. 

I postulati necessari in confronto diquelU usati negli altri 
trattati hanno appunto questo vantaggio che sono valevoli 
anche nel solo campo della nostra osservazione esterna, e che 
ammessi, per questo solo, possono essere dimostrati per tutto 
Io spazio *}. Egli è pei' ciò che si è ad es. evitata la solita defi- 



nì Vedi r.^ppeiidice dell' Ed. . 
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nizione di rette parallele, come due rette del piano che prolun- 
gate indefinitamente non sì incontrano mai, perchè due tali 
rette nessuno le ha mai vedute; e il postulato che sì dà 
comunemente fondandosi su tale definizione non è affatto 
evidente, come ad es. quello che nel campo della nostra 
osservazione per due punti passa una sola retta. Le osser- 
vazioni empiriche possono essere aumentate o modificate o 
tralasciate dall'insegnante. Ho già detto altrove che a tener 
sempre viva l' imagi nativa geometrica, come l'attenzione 
degli alunni, spetta più che al hbro all'insegnante, il quale 
deve regolarsi secondo la scolaresca che ha sotto gli occhi, 
insistendo ora più ed ora meno sui concetti principali con 
esempi anche pratici e coll'aiuto delle figure anche quando 
mancano nel testo, 

Non si è mai mutato per amore di novità, ma anzi 
quando non era necessario od utile si è fatto uso dei vecchi 
metodi e delle vecchie dimostrazioni e definizioni. Ad es. 
per le proposizioni del § 5 del libro II si potrebbero dare le 
dimostrazioni usate comunemente; ma di tali dimostrazioni 
non si potrebbe valersi per trasportare senz'altro ai triedri 
quelle proposizioni dei triangoli, che sono indipendenti dalla 
retta infinita o dalle rette parallele, quando sia stabilita la 
corrispondenza fra Ìl piano e la stella del n. 47. Cosi nel 
libro I si potrebbe unire il post. Ili al post. II, ma se con ciò 
si avrebbe il vantaggio di dare subito la proprietà carat- 
teristica della retta (post. Ili) che la distingue dalle al- 
tre figure, si perderebbe quello dì rendere più facile il tra- 
■sporto delle proposizioni della retta, che si ricavano dal 
post. II, al fascio di raggi, alla circonferenza e al fascio di 
piani, che godono le stesse proprietà enunciate nel post. U, 
salvo lo scambio di alcune parole. E non è che cosi l'alunno 
perda di vista l' intuizione della, retta, perchè quando si 
park della retta, l'alunno deve avere sempre dinanzi a 
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sé la sua imagine, anche se i postulati che, di mano in mano 
si enunciano di essa, non la definiscono completamenre. 

Ed è bene qui ripetere come sia assai utile far 
uso anche nella Geometria elementare di tutte le ana- 
logie che presentano enti o teorie diverse: ad es. la retta, 
il fascio di raggi, la circonferenza e il fascio di piani e 
i! cono; il piano, la stella e la sfera; la teoria delle ligure 
eguali e quella delle figure simili; di guisa che da teoremi 
di quelle si ottengono con molta facilità teoremi di queste. 
In tal modo non solo vi è risparmio di tempo, ma ciò che 
piii importa, g!i alunni comprendono meglio i legami che 
esistono fra enti e teorie diverse. E ciò dimostra che non è 
sempre inutile anche didatticamente di evitare qualche postu- 
latOf anche per proprietà evidenti, come ad es. quella che il 
lato del triangolo è minore della somma degli altri due, non 
solo perchè la dimostrazione ci assicura della validità di 
questa proposizione in tutto lo spazio, ma sovratutto perchè 
bisognerebbe dimostrarla per gli enti analoghi al piano, pei- 
i quali essa non è piil cosi evidente. 

Come le nuove ricerche scientifiche sui principt della 
Geometria furono combattute e derise, tanto che il som- 
mo Gauss dichiarava che non aveva pubblicato nulla 
sulla nuova teoria delle parallele temendo « das Geschrei 
der Beoten » così non è da meravigliarsi se le nuove ri- 
cerche, naturale conseguenza di quelle, intese a portare 
anche nell'insegnamento geometrico elementare un soffio 
di moderaitS e a porlo sovra basi più rigorose (come già 
si è fatto e si fa per l'Aritmetica razionale) trovano accaniti 
oppositori. Ciò nondimeno è però confortante constatare che 
tale tendenza anche nei nostri insegnanti volonterosi va 
sempre più accentuandosi. Vi sono, è vero, dei critici, che i\ 
dicono amanti della natura, che tate tendenza non combattono 
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apertamente, ma ritengono non potersi riformare l'insegna- 
mento geometrico con un indirizzo più semplice e più ri- 
icoroso. È un sistema aprioristico molto comodo per clii 
ì-<on ha voglia o tempo di occuparsi delle questioni relative 
rill' insegnamento elementare. Siffatti critici sono schiavi 
delle loro abitudini, perché mentre sostengono che la Geo- 
metria elementare deve appoggiarsi sulla osservazione este- 
riore o sull'intuizione (e noi non diciamo diversamente) 
fer essi è chiaro ad es. il solito postulato delle parallele, 
(.he nessuno ha mai osservato in natura. Noi osserviamo, 
l'ssi dicono, questa o quella proprietà; che bisogno e" è di 
un ragionamento per dimostrarla; che bisogno c'è ad es. 
:.ii disturbarci a cercare od anche ad adottare una defini- 
zione rigorosa dell'angolo, anche se è semplice, se dell'angolo 
^ibbiamo l'intuizione netta? QLiindi per noi basta una delle 
solite definizioni. Un falegname, che volesse apprendere di 
Geometria quanto gli basta pel suo mestiere, non ragio- 
nerebbe in modo diverso, e giustamente. Cosa importa a 
me, direbbe egli a questi critici, che mi dimostriate tante 
proposizioni, mentre io me ne posso convincere per ciò 
che mi è necessario in modo più spiccio e più intui- 
Ì.ÌVO? Una tale critica é, come si vede, senza fondamento, 
perchè lo scopo principale dell'insegnamento della mate- 
matica nella scuola classica (e tanto più dovrebbe essere 
ijella sezione fisico-matematica dell'Istituto tecnico) è quello 
■ii concorrere con altri insegnamenti alla formazione della 
mente detto scolaro e a prepararlo agli studi superiori, spe- 
-ialmente oggidì che tutte le scienze positive per essere esatte 
vanno sempre piìi informandosi ai metodi della matematica, 
lOme divinò il nostro Leonardo, da Vinci. 

La critica alta, serena e imparziale può esercitare anche 
in questi stv.^T una benefica influenza. La critica deve de- 
terminare fin dove sia possibile conciliare le esigenze della 
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scienza con quelle della scuola. Questo è il punto vero 
della (-iiiestione. Qui le opinioni possono essere diverse, ma 
ciò richiede buona volontà e preparazione scientifica, che 
altrimenti si confonde questa possibilità con la difficoltà che 
alcuni incontrano da principio nel veder trattate con metodo 
e idee nuove cose apprese o insegnate da molto tempo in 
modo diverso. Bisogna anche badare che gli scolari, che 
non sono preoccupati da pregiudizi, hanno !a mente più ac- 
cessibile ai nuovi metodi e alle nuove verità. E sovra tutto 
per giudicare un libro nuovo di questo genere bisogna leg- 
gerlo bene e provarlo nella scuola, tanto più quando è 
già stato provato con risultati soddisfacenti. Allora solo la 
critica potrà riuscire veramente efficace. Non è quindi per- 
messo, come ha fatto taluno, di giudicare il mio libro 
da una frase di una osservazione empirica, senza avere 
né la coltura uè !a esperienza necessaria. 

Vi sono altri critici i quali si danno dell'importanza 
occupandosi delle minuzie e degli errori di stampa dei libri 
altrui. Essi inorridiscono per esempio se dite dua punti, invece 
di dire due punti distinti, anche quando ciò risulta chiaro 
dal contestò del discorso. E non dico dell'abuso che fan- 
no alcuni critici a buon mercato dei punti ammirativo e 
interrogativo; che dimostra più spesso in essi una baldan- 
zosa ignoranza che una soda coltura e conoscenza delle cose. 
Certo che la perfezione anclie nelle piccole cose è assai 
utile, ed è anche bene che i piccoli difetti siano messi in 
rilievo, ma non bisogna giudicare un'opera nuova da essi 
soltanto, perchè a questo modo si può distruggere un' opera 
qualunque. E nei riguardi di questi Elementi, dirò che ta nto 
nella prima quanto in questa edizione, pur volendo infor- 
marli allo stretto rigore scientifico, non ho creduto di scen- 
dere a troppi minuti particolari, i quali se sono utili nella 
critica scientifica, fanno perdere di vista agli alunni le verità 
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principali delle quali '< essi devono ricevere e conservare una 
forte e durevole impressione n *). 

A me piace la critica intelligente e imparziale, e da essa 
traggo profitto; ed ho fatto già tesoro di alcune osservazioni 
inviatemi da professori di scuole secondarie, come ho ac- 
cennato nella prefazione della prima edizione e in quella 
dell'Appendice; come per questa edizione mi sono giovato 
di alcune osservazioni inviatemi dal prof. Fr. Palatini. 
Cosi, come per la prima edizione, il prof. Gazzaniga con- 
tinuò a prestarmi l'opera sua premurosa e intelligente, e in 
nome suo aggiungo che i risultati da lui ottenuti anche 
colla edizione completa nel Liceo di Padova furono ottimi 
(come furono constatati da ispezione governativa), e che il 
metodo viene appreso dai giovani a preferenza di altri e più 
facilmente di quello che si sarebbe aspettato. Se vi è una 
difficoltà, secondo lui, nell'insegnamento degli Elementi 
nel Liceo, essa è tutta nel far dimenticare certe nozioni 
inesatte già apprese, e nell'ottenere che il i." Libro di Eu- 
clide quale è svolto in qualche Ginnasio superiore non 
abbia il sopravvento sul nuovo metodo degli Elementi; 
perchè, tanto durevoli e profonde sono le prime impres- 
sioni e i primi enunciati di una materia scientifica per 
le teneri menti, che il loro riprodursi avviene quasi in- 
consapevolmente, per quanto il giovanetto si sia fortemente 
convinto che il nuovo metodo è più logico, più semplice 
e più esatto di quello già da lui per la prima volta cono- 
sciuto. 

Io quindi gradirò tutte le osservazioni pubbliche o 
private che professori volonterosi mi rivolgeranno, e di esse 
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teiTÒ conto acciocché il libro raggiunga sempre meglio lo 
scopo che mi sono proposto: quello cioè di conseguire nel- 
l'insegnamento geometrico elementare un effettivo prò- 
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NOZIONE GENERAL! 



1. Gruppo. 

Una o più cose si iliiiotano con lettere dell' alf;i- 
beto, 

11 gruppo ilelle cose A, B, C, ... si indica con: 
[ABC...), o con: {BÀ C. ..),... ecc., oppure con una sola 
lettera minuscola. 

Se ogni elemento di un gruppo (a) è elemento di 
uu altro gruppo (è) si dice die il gruppo (a) apparitene 
al gruppo (è). 

E se {a) appartiene a (b), ma non tutti gli elementi 
di {b) sono elementi di (a), (a) dicesi parie di (b). 

Uu gruppo si chiama anche tatto rispetto alle sue 
parti. Ad es. dei gruppi di lettere: (ABC), (ABC), 
[ab CD); (ABC) appartiene ad {ABC) ed è parte di 
(AB CD). 

E se il gruppo [a) appartiene al gruppo (b) e (b) 
appartiene al gruppo (a), si dirà che i gruppi (a) e (b) 
coincidono. In caso diverso, si dirà che i gruppi sono 
dislitìtl 

Si conchiude facilmente da ciò che: Se il gruppo (a) 
appartiene- al gruppo .{i), e questo appartiene al grup- 
po (e), il gruppo (a) appartiene a (e). E se (a) è parte 
di [b) e (b) appartiene a (e), (a) è parte di [e). 
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2. Serie. 

Se, dato un elemento qualsiasi A dì un gruppo si 
possono ripartire gli altri elementi secondo due vocaboli 
ad es.: precedenti di A e seguenti di A, in modo che' 
i," un elemento precedente di A non è seguente di A^ 
e un elemento seguente di A non è precedente di A 
2." se A b precedente dì B, e B precedente di C, A è 
pure precedente di C, allora Ìl gruppo dato dicesi gruppo 
ordinato o serie, oppure dicesi che gli elementi del gruppo 
sono disposti in un dato ordine. 

Ad es. : ho prima l'idea A, poi l'idea B. poi l'idea C. 
Il gruppo delle idee ABC è ordinato secondo i voca- 
boli prima e poi. 

Ne consegue : se ^ è precedente dì B, B è seguente 
di A; e se Ce seguente dì B s B seguente di A, è pure 
C seguente di A. 

La serie si dinota generalmente come il gruppo e 
talvolta con un simbolo, che oltre alle cose che la com- 
pongono rappresenta anche Ìl loro ordine. Ad es. : i 
simboli (ABC), {BAC) dinotano lo stesso gruppo, ma 
serie differenti. 

Se in una serie un elemento A è precedente di al- 
tro B, sì dice ancora che A precede B, ovvero che B 
segue A. 

E s& A precede B e B precede C, si dice che B è 
compreso fra A e C. 

L'elemento di una serie che non è preceduto da 
alcun altro elemento dicesi primo, e l'elemento che non 
è seguito da alcun altro dicesi ultimo. 

L' elemento che segue il primo dicesi secondo; 
quello che segue il secondo, ter:^o; quello che segue 

il terzo, quarto; quello dopo il quarto, quinto; e 

così via. 
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Le serie die hanno un primo ed ultimo elemento 
diconsi limitate. Una serie che non ha un primo ele- 
mento, si dice illimitata. 

Una serie fi appartiene ad una serie a quando gli 
elementi di fi sono elementi di a, e gli elementi che 
precedono o seguono un dato eieniento C in fi prece- 
dono o seguono lo stesso elemento in a. — In questo 
caso se tutti gli elementi di a non appartengono a ^ 
e fra gli elementi di ^ non sono compresi elementi di 
a che non appartengano a ;5, la serie fi si dice parte 
di a. 

Si dicono serie inverse quelle formate con gli stessi 
elementi in modo che mentre un certo elemento B delia 
prima precede un altro elemento A, \o stesso elemento B 
segue nella seconda 1' elemento A. Sono in ordine in- 
verso ad es.; le serie [ABCDE) {EDCBA). 

S. Corrispondenza fra grappi. 

Se noi consideriamo ad es, Ì gruppi di oggetti co- 
lorati {GRVA) (giallo, rosso, verde, az:ìnrro), (GM'ST) 
(giallo, azzurro, rosso, verde) notiamo che fra G e, G' 
come fra A ed A', R ed R' , V e F' vi è la stessa re- 
lazione, cioè l'identità di colore; in tal caso diciamo 
che i gruppi considerati si corrispondono e che G' cor- 
risponde a G, jR' ad R, V- a F, A' ad A. E più gene- 
ralmente, qnando gli elementi dei gruppi {a) e (6) si 
possono cosi coordinare che quelli del primo gruppo 
cadano sotto lo stesso concetto di quelli del secondo, 
che neir es. precedente è l'identità di colore, ciascuno 
a ciascuno, si dice che i gruppi (a) e [b) seno in corri- 
spondens^a oppure che si corrispondono secondo quel con- 
cetto o secondo quella rela:(ione. E se ad ogni elemento 
del primo gruppo corrisponde uno ed uno solo elemento 
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del secondo ; e se ad ogni elemento del secondo gruppo 
corrisponde un unico elemento del primo, la corrispon- 
denza si dice corrispondenza univoca. 

Infine se i gruppi (a) e (è) sono anche ordinati, 
cosi che ad un elemento A che precede o segue un 
elemento B in un gruppo corrisponde un elemento A' 
che precede o segue l'elemento B' corrispondente a 3' 
si dice che la corrìsponden:(a è univoca e del medesimo or- 
dine. 

Egli è manifesto che se i gruppi (ABCDE) 
{A'B'C'jy E' ) si corrispondono univocamente e nel 
medesimo ordine, si corrispondono pure univocamente 
e nel medesimo ordine i gruppi inversi {E D CB A) 
{E'D'C'B'A'). 

Come pure ò ovvio di per sé che i gruppi corri- 
spondenti univocamente e nel medesimo ordine ad uno 
stesso gruppo, si corrispondono univocamente e nello 
stesso ordine fra di loro. *) 

4. Pi-oposizioul (Iella Matematica. 

Le proposizioni delle scienze Matematiche prendono 
diversi nomi, secondo 1' ufficio loro. 

Nella Defìni:(ione dì un ente o di un'operazione, si 
stabilisce il concetto di quell'ente o di quell'operazione 
mediante altri concetti, ritenuti più semplici e già noti. 

Il Postulalo od Assioma è la proposizione 11 cui con- 
tenuto è verificato dall' esperienza, o non contraddice 



*ì Nel teste 

numeri naturali i 23 11 ; e fino alla teoria della misura 

non v'è bisogno di altre nozioni di Aritmeiica. Vedi Appendice 
pag. I. 
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alle proposizioni premesse (e quindi anche alle loro 
conseguenze), e non è deducibile da queste. *) 

Il Teorema è la proposizione il cai contenuto sì 
trae per mezzo di ragionamenti da proposizioni pre- 
messe. Il tipo di Lin teorema è Ìl seguente : Se e I 
(ipotesi), è T [tesi). 

La proposizione : Se é T, è I, dicesi teorema reci- 
proco del precedente. 

E le proposizioni: Se non è I, non i T; se non l 
T, non è 1 ; si dicono teoremi contrari dei precedenti. 

A riguardo di che è da notarsi che se uno dei 
quattro teoremi ora citati è vero, non tutti i rimanenti 
sono veri di necessità; ma se però sono veri nn teo- 
rema ed il suo reciproco, sono necessariamente veri an- 
che i due teoremi contrari. 

Il Corollario, è la proposizione il cui contenuto si 
trae come facile ed immediata conseguenza di una pro- 
posizione precedente. 

Il Lemma h la proposizione che si premette alla 
dimostrazione di qualche teorema. 

Il Problema è la proposizione nella quale è propo- 
sto, date e conosciute alcune cose, di trovarne e de- 
durne altre, aventi con le prime determinate relazioni. 



*) Mei lesto saranno indicate anche come postulati alcune 
proposizioni intuitive, la dimostrazione delle quali trovasi nelle 
precedenti mie pubblicazioni e che ommeito per ragioni didat- 
tiche. 
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LIBRO PRIMO 



Prime proprietà ^ella retta 

6. Oss. emp. I. — Per punto nialeriaìe intende'ii una par 
tn.elk di un corpo qaalsnsi, che si considera tome non scompo- 
nibile in pirti 

Ob'i. emp. II — U jhn og^etu simili i qucto 01 dà il 
nome di punto 

Ciò die limna un corpo da liò che lo t-irconda dicevi su 
perfine del corpo — Ad es uò che vedesi di un corpo e tutta 

uni pjrte della sua superficie — Psr pillilo intendesi mclie una 

pirli elh di superfìcie, tome ad es il segno tric 

ncijio sul fogho di una punti fiaissima 
Se si separa da una superflue una sua pirte, 
come ad es da quella del foglio teso del disegno , 
'^ il iermine di questi parte ci.iamasi hiiea E per 

piiii/j intt,n-!est indie un trillino di hnea non scompombiie m 
putì, □ inuor-i l'estremiti P di un Im-i f^ome ad i.s quelli del- 

1 orlo supcriore ddl' ogfieiio Iella fio; 1) ^) 



*) Coll'idea del corpo è legata quella del luogo da esso occu- 
pato; e per ^ajiio intendesi ancora il luogo occupato dall'estremità 

Per punto intendesi anche 1' ìraagine prodotta in noi per 
mezzo delia vista o del tatto dall'estremità di una linea. ! punti 
sopra accennati sono segni esteriori di questo punto; ma è lo- 
gicamente indifferente in questo trattato di considerare come punto 
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POST. I. — Esistono punti distinti. 

Ptìf. — Dicesi figura qualunque gruppo di punti o 
un insieme di gruppi di punti, considerati come elementi. 

Oss, — Il punlo è pertanto l'elemento fondamen- 
tale di ogni figura. I punti si indicheranno con lettere 
maiuscole. 

Dich. — Gtometria dicesi k scienza che tratta delle 
£gure. 



6. Def. I. — i) Sistema limare di punii (fig. 2) è 
un gruppo di punti dotato di due ordini, l'uno inverso 
dell'altro. Ciascuno degli ordini del gruppo dicesi verw 
del sistema, 

Oss. Binp. — I due versi nella fig. 1 sono indicati dalle frecde, 

2) Segmento dicesi ogni parte di un sistema lineare 
limitata da due punti o il sistema stesso se è limitato 
da due punti (n. 3). E per parti di un segmento inten- 
donsi i segmenti in esso contenuti. 

Sq A e B sono i punti del segmento, fra i quali si 
trovano gli altri punti del segmento stesso, Ì punti A 
e B si dicono estroni del segmento, e gli altri punti 
compresi fra essi chiamansi interni al segmento. 

II segmento considerato nel verso di. J 2 B sì indica 
con (AB) o con AB; il segmento inverso, con [BA] 
o con BA. Ove però non sia necessario Indicare il verso, 
il segmento potrà essere dinotato con una sola lettera 
minuscola, ad es. a. 

Def. IL — lì Se il sistema lineare è poi tale che 
si possa riguardare come un segmento i cui estremi. 
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considerati indipendentemente dal sistema, coincidono, il 
sistema si dice chiuso; in ogni altro caso, aperto. 
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un punto A' abbastanza vicino, possiamo segnare ad occhio un altro 
punto B' tale che gli oggetti AB, A' B' producano in noi, con grande 
approssimazione, la stessa imagine, ciù chi esprimiamo dicendo 
che sono egnali. 
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— 10 - 

St vede jnvori che dato un pimio À^ di (AB) corrisponde 
ad esso un punto J; m(A'B') tale, che gli oggetti AA^, A' A-( . 
A^Bf 4^ B corrisponlenii sono pure eguali; di guisa che fra i 
punti degli oggetti 4 B ed A' B' si può stabilire una corrispon- 
denza univoca e del medesimo ordine. 

Anche se gh oggetti AB ed A' B' cosi segnati, con aliti 
mezEÌ più precisi non si trovassero eguali, intuiamo però che esi- 
ste sull'oggetto rettilineo un punto S' tale che <iB'ed ^'5' sono 
eguali. 

Un mezzo più preciso per verificare o per costruire oggetti 
rettilinei eguali ci è foniito dal trasporto di un oggetto rettilineo 
XY (segnato ad es. sull'orlo superiore di una riga) che combacia 
con AB, fin che X venga a combaciare con A'\ allora Y com- 
bacierà con 5' e un punto Z di X 7 che combada con un punto ^, 
di AB, verri a combaciare col punto corrispondente A^ di A'B'; 
cosicché i punti corrispondenti dei due oggetti AB, A'B' saranno 
segnati dai punti dell'oggetto X.Y stesso. 

Si può segnare il punto B' anche con l'uso del compasso. 
Poste le due punte del compasso in ^ e B, basta far centro poi 
in A' e coli' ahra punta segnare i( punto B'. 

In questo trasporlo noi ammettiamo però che l'oggetto 
muovendosi rimanga inalterato, vale a dire che due posizioni del- 
l' oggetto siano eguali, anche se nei fatto ciò succede soltanto 
con grande approssimazione. 

Def- I. — L'espressione ; // segmento rettilineo a è 
eguale al segmento ntlilimo h significa che si può sta- 
bilire tra i punti di a e ù una corrispondenza univoca e 
de! medesimo ordine; e che ogni proposizione che si può 
enunciare di n o di una sua parte, considerati l'uno e 
l'altra separatamente, si può ripetere per b o per la parte 
corrispondente; e inversamente. 

Per indicare che il segmento a h eguale al seg- 
mento b si scrive : 

a = b 
Oss. I, — Dalla def, I deducesi tosto : 

a = a (I) 
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— li- 
se a = b, b^a (2) 
Se a ^ b e b ^ e, a^c . (3) 
Def. II, — L' espressione : I segmenti a e b sona 
distguali significa che a non è eguale a b. 
In ra! caso si scrive : 

Oss. II. -— Da ciò deducesi che non può essere r 

a = b e a=\=b . 
Da (2) a (3) si Ila pure che : 
Se a ^ i, e ^ =\~ e k a =\= e, q st a =\= b, e b =[= e 
non si deduce necessariamente a =\^ e, né a ^ e. 

Oss. enip. H. —.Osservando l'oggetto reitiliiieo AB della 
tìg. 4 possiamo imaginare in un dato verso una serie di segmenti 
AS, A-B', A-B-,.... ciascuno dei quali abbia una psrt 
col seguente; e analogamente nel verso opposto. Abbiamo 
l'idea della rdla ilìmdala o piti semplicemente della reità. 

Tutte le linee che non sono rette, o composte di rette 
chiamano curvi. 

Osservando poi l'oggetto rettilineo della fig. S troviamo 
dato un segmento Z l' in un verso, e un punto A, vi sono i 
segmenti AC, BA, eguali ad XY. Dalla fig. ; si vede che rt 
sciando la riga iti modo che X cada in B. il punto 7 cade it 
vale a dire AB = B A. Diremo dunque: 



POST. II. — Esiste un sistema lineare di punti, 
che chiamasi retta, tale che; 

I, Vi sono in esso due segmenti eguali ad ogni 
segmento dato, dello stesso verso, e aventi l'uno 
per primo, l'altro per secondo estremo un punto 
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qualunque dato (o più brevemente: La retta é eguale 
intorno ai suoi punti). 

XI. Ogni segmento non è eguale ad una sua 
parte, 

in. Ogni segmento A B è eguale al suo inverso 
B A (p più brevemente: Ogni segmento è inverlibile). 

Oss. emp. Ili, — Adoperando il linguaggio dei movimenio 
senza defortnadone la I. si può esprimere cosi; la retta può scor- 
rere sa sa slessa in ciascuno dei suoi versi; e la III. cosi ; O^ni seg- 
mento AB può sovrapporsi al segmento BA in modo che A coincida 
con B e B con A. *) 

Def. in. — Ogni sistema lineare che soddisfa alle 
condizioni del post. II cbiamasi sislewa lineare omo- 
geneo. 

Oss. III. — La retta è un sistema lineare omo- 
geneo ; ed ogni proposizione dedotta dal post, li che 
vale per questo, vale anche per quella, e inversa- 
ineate. 

Oss. IV. — Quando parleremo della retta, avremo 
sempre dinanzi la sua imagine intuitiva ; ma nel ragio- 



*) Ammettendo, come pure si la in altri iraitati, clie k retta, 
a partire da un suo punto determinalo, sì può far coincidere con 
la parte rimanente, si puù dimostrare la proposizione: ^B = Syì 
come ne' miei F. G. 

Secondo il post. II, applicato senza restri/ioni, la retta è 
illimitata nei suoi due versi, perchè dato un punto qualunque A 
■dì essa possiamo costruire in uno e nell'altro verso un segmento 
A B eguale ad un segmento dato X Y, Si può intendere che il 
post. II (e cosi i seguenti) valga soltanto per la retta corrispon- 
<iente ad un oggetto rettilineo che possa esser osservato. Con 
tale restrizione di validità dei postulati si potrà costruire sulla 
retta il segmento AB eguale al seguente X Y sohanto se il punto 
B cadrà nella retta. 
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namento faremo uso soltanto delle sue proprietà am- 
messe nei postulati o già dimostrate. 

Def. IV. — Se un segmento AB è eguale ad una 
parte di CD si dice che CD è maggiore di AB, o che 
AB è tninore di CD, e si scrive: 

CD>AB AB<:CD 
Cor. 1. ~ Se ABy CD, CD s EF si ha: 

AB > EF. 
Difatti AB è eguale ad una parte di CD e CD 
■eguale ad una parte di EF od è eguale ad EF; dun- 
que AB è eguale, ad una parte di EF. 

Cor. II. — Se AB < CD. CD < EF si ha: 
AB < EF 

Oss. V. — Dati due segmenti a t b della retta o 
a è eguale a i, o a non è eguale s. h; e l' lui caÈo- 
esclude l'altro (oss, IÌ), Nel secondo caso, o il è eguale 
ad una parte di b, cioè a <i b, oppure b è eguale ad 
una parte di ii, ossia rt > i; e l'un caso esclude l'altro, 
perchè se è e < è, n è eguale ad una parte di b, e se fosse 
anche a '^ b, a sarebbe eguale ad una parte di è e quindi 
di a, contro il post. II. 

Def. V. — Due segmenti si dicono consecutivi m 
un dato verso se l'ultimo estremo del primo segmento 
è primo estremo del secondo, nel detto verso. 

lìieh. — I versi della retta si chiamano anche di- 
re^ioni. 

Def. VI. — Si dice raggio la parte della retta li- 
mitata da un suo punto. 

8. Def. — Addi:^ionare o sommare sul sistema ad 
un segmento PQ un altro segmento RS dello stesso verso, 
significa considerare in esso due segmenti AB, BCcon- 
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•secutivi, ed eguali rispettivamente ai due dati PQ, RS 
{%- 7). 

A: BOP fi S 



Questa operazione dicesi addizione, il segmento ri- 
sultante AC somma dei due dati; dò indicasi scri- 
V'Cndo ; 

JC~PQ^RS 
Teor. I. — Per /' addii^wne dei segmenti vaie la legge 
asiocialiva, cioè ; a -^ (h -f- e) ^ (a -t- b) -i- e. 
Sieno (fig. 8) 

a~LM b= MN c^NP 



Si avrà in primo luogo: 

b-t-c = MN -^NP = MP 
Ora si trova che 

a ^ (b -i- e) ~ LiM -i- MP = LP 
e che (a + h)-i-c-=LN ^ NP == LP 

pertanto a -j- (b -^ e) ^= {a -t- b) -^ e 

Teor. II, — Per l' addizione dei segmenti vale la 
Ugge commutativa, cioè : 

a -\-b ^^ b -\- a 
Sia AB ^ a, BC^b e AC la somma a -h b, 
-Per essere AC^ CA (post. II, 3) esiste in CA un 
punto B' tale che: CB'^a B'A^b (post. II, 1, 
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e d, I, 7); e per essere AB' = B'J e BC = C'B 
sarà, JB' =; t B' C czi a, cioè ACit pure la somma 
b + a. 

Oss. — Se sono dati n segmeiiù, basta osservare 
che scambiando di posto due segmenti consecutivi la 
somma rimane la stessa, e cliè con lo scambio dei seg- 
menti consecutivi un segmento può essere portato al 
posto di ogni altro. 

Teor. III. ~ Dati due gruppi di segmenti corri- 
spondenli : I se tutti i segmenti del primo gruppo sono 
eguali ai corrispondenti del secondo, la somma di questi è 
eguale alla sonima di quelli; II se fra ì segmenti del 
primo gruppo ve ne sono di maggiori dei corrispondenti 
del secondo, e nessuno di questo é maggiore del corrispon- 
dente del primo, la somma dei segmenti del primo gruppo 
è maggiore di quella dei segmenti del secondo gruppo; 
III se fra i segmenti del primo gruppo ve ne sono di mi- 
nori dei corrispondenti del secondo, e nessuno di questo è 
minore del corrispondente del primo, la somma dei seg- 
menti del primo gruppo é minore di quella dei segmenti 
del secondo gruppo. 

I Siano ad es, a^ a^ a^ , b^ h^ bs ì due gruppi di 
segmenti, e a^^b-^ a^^= b^- a^^b^. Da un punto A 
della retta si segnino i segmenti : 

AA-^^ùi Al A^ ^ flg A^ A^^^a^, 

e da un altro punto B (che può coincidere con A) si 
segni il segmento; 5^3 ^ ^-^3, Per ta corrispondenza 
di eguaglianza fra BB3 ed A A^ esisteranno in BB^^ al- 
tri punti B-y, B^ tali die : 
B iJi = ^ ^1 = «j = 5, B,B^ = Aj A^ = a^ = b^ 
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quindi BB^ è somma d! tre segmenti eguali rispettiva- 
mente e nello stesso ordine ad Ujii^dj. 

Ma pel post. II a cominciare da B in un dato verso 
della retta esiste una sola somma di tre segmenti dati; 
dunque resta dimostrato che le somme dei tre segmenti 
considerati sono eguali. 

Se si trattasse dì n segmenti, il ragionamento sa- 
rebbe lo stesso, 

II. Suppongasi ora che sia ad es. : 

^l = ^I ^2> h ^3 = ^S ■ 

In tal caso dovrà essere a^ somma di k^ con un 
altro segmento x, ossìa a^^h^ -i- x. 

Perciò si ha, per la prima parte dì questo teorema 
ora dimostrata (e pel t, II) ; 

ai + «3 H- ^3 = bi -H b.^-t-b^-^ X 
Adunque : 

"i + "a -f- «3 > ^1 + ^2 +■ ^3 • 

III. Il terzo caso è evidentemente compreso nel 
secondo, qualora si consideri come primo gruppo quello 
costituito dai segmenti b, e il secondo dai segmenti a. 

9. Def. — Sottrarre da un segmento ACan altro 
segmento BC minore del primo, intendesi determinare 
quel terzo segmento JB, che addizionato al secondo dà 
per somma un segmento eguale al primo. 

Questa operazione dicesi soltra^ìom, il risultato diffe- 
ren:{a., e ciò si esprime scrìvendo: AB^AC — ■ BC. 

10. De£ I. — i) Se il segmento j^C è la somma 
di n segmenti consecutivi eguali al segmento AB, e 
dello scesso verso di A B, si dice che AC è multiplo di 
AB secondo il numero n, oppure si dice che AB è 
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summuhìplo dì J C secondo il medesimo mimerò li, e si 
scrive : 

AC = [AB] n oppure AB = (A C) '- 
Un segmento dicesi anche multiplo di se stesso 
secondo il numero i. 

2) Due segmenti si dicono equtmuUipU od equisttm- 
multipli di uu terzo segmento, quando sono multipli o 
summultipli del Kr'/.o segmento, secondo lo stesso nu- 
mero. 

3) In particolare, i segmenti multipli secondo i nu- 
meri 2, 3, 4.... di AB diconsi doppi, tripli, quadrupli... 
di AB; ed i segmenti summultipli di AB secondo gli 
scessi numeri 2,3,4.... diconsi nulii, ter^a parie, quarta 
parìe.... di AB. 

Teor. 1. — Secondo che un segmento è maggiore, eguale 
minore di un altro segmento, ogni segmento multiplo del 
primo é maggiore, eguale, minore di un segmento eqtd- 
muliiplo del secondo. 

Scrivendo n volte di 



; sommando i primi segmenti fra loro e 
nenti fra loro, si ba appunto: 



(AB), 



Cor. I. — Secondocbe un segmento è maggiore, eguale 

niiwre di un altro, ogni summulliplo del primo é mag- 
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giore, eguale o minore ad segmenlo equisuinmulliplo dei- 
secondo. 

Infatti se è ^B > A'B', e non fosse (AB)'--> {A'B)\, 

ma si avesse: AB ~ < {A'B') —, si trarrebbe; 
AB < A'B', contro il supposto. 

Analogamente negli altri casi. 

Cor. II. — Se a e h sono segmenti eguimullipli di 
due segmenti a' e b', ed é : a ^ b, sì ha a' ~ f . 

Questo corollario è una forma diversa del cor. I. 

Cor. III. — Se AAj^, A^A^,... A„.,,A„, sono n seg- 
menti consecutivi che costituiscono il segmento A A„; e AA^ 
é minore, A^.^ Aa maggiore degli altri segmenti, si ha : 
{AA^)n < (AA,) (A„.,A., ) n > (AA„ ) 

Invero(J^i)2 < (AA^) {t. 111,8), e ammesso 
il corollario per n — i, lo sì dimostra allo stesso tnodo 
per n. Analogamente per ( A„., Aa ) n. 

Def. II. ^ La somma di tn segmenti egnali al 
summulrlpio^.S - si ìndica tanto con (AB) -, quanto 
con {Ad) - m, come ancora con in. 

II. Dich. — i) La locuzione: punto variabile o 
mobile X, in un verso di un sistema lineare, significa: 
punti A^A.^A^... dei sistema, considerati in nn verso di 
esso, e dei quali uno qualunque può essere indicato 
con X 

li sistema lineare dei punti A-^^A^.... chiamasi luogo 
geometrico, o luogo del punto X. 

2] La locuzione; punto che si allontana da A nel 
verso di AB significa: punti A^A^A^.... i quali sono 
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esri-emi di segmenti AA^.AA^.AA.^... del sistema (fìg. 9), 
aventi lo stesso estremo A, e lo stesso verso di y^B e 
tali die : 

AA^ < AA^ < AA^ < .... 

3) La locuzione : punto che si avvicina ad A nel 

verso di AB significa: punti B^B^B.^..., i quali sono 

estremi di segmenti AB^,AB^,AB^... (fig. 9) aventi lo 

stesso estreaio e dello stesso verso à\ AB tali che: 

AB^ y. AB^ > AB^, > .... 



A X x, M yiJi f; 



Oss, — In seguito a C[Lieste locuzioni potremo ap- 
plicare nelle dimostrazioni il linguaggio del movimento 
sulla retta. 

Oss. eilip. I. — Dato uu oggetto rettilineo A S (fig. io), 
iinaginiamo in esso due punti- mobili X 7 che partano rispettiva- 
mente da A t B descrivendo segmenti eguali, cioè AX = B Y ecc. 
Noi vediamo che i punti X e Y vengono a coincidere in un 
punto M, liìle dunque che A M = B M, t quindi anche A M = MB. 
Per quanto A & B siano vicini, possiamo segnare mentalmente il 
punto medio. Se A e B sì possono ritenere materialmente come 
coincidenti, il punto medio coincide con essi. 

Post. *) — O^ni segmento rettilineo è divisibile in 
due parli eguali. 

Teor. — Ogni segmmto rettilineo ha un solo punto 
medio. 



post, vili e IX. \ 



y Google 



- 20 — 

Infatti se un segmento JB potesse avere due punti 
medi X ed Y, si avrebbe : 

JX = JY (e. II t. I, io) 
contro il post. II. 

Oss. emp. II. — Vediamo che l'oggetto reitiliaeo AB b 
diviso da ut) suo punto X in due parti A X, X B. Tale proposi- 
zione può essere dimostrata andie per tutta hi retta illimitata; tut- 
tavia assumiamo senza dimostrazione la seguente proposizione: 

Post. ") — La reità é divisa da ogni suo punto in 
due parli, cioè ; la retta è aperta. 

12. Oss. «mp. I. — Si vede die fuori dell'oggetto rettilineo 
AB e. della retta da esso determinala (fig. ii) 
esistono dei punti P e quindi andte delle altre 
rette. Si vede altresì che quando due oggetti _^^_^___ 
rettilinei combaciano in due dei loro punti, essi ^ ^ 

combaciano in tutti i loro punti, e quindi coni- ^'^- " 

baciano le due rette da essi determinate, 

POST. III. — Esistoiio punti fuori della retta. 
Esiste una sola retta che contiene due punti 

dati. 

OSS- — Una retta si rappresenta o con una sem- 
plice lettera minuscola a, /», e...., o con due lettere ma- 
iuscole indicanti i punti che la determinano. Quando sì 
possa confondere il simbolo della retta, determinata da 
due punti A z B con quello del segmento rettilineo, sì 
dinoterà il segmento coi simbolo [AB). 
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Figure eguali 

13. Def. I. — Per figura rettilinea di tre punti 
A, B, C non situati su d'una retta, intendesl il sistema 
■dei segmenti {AB),{BC\ {CE); dei segmenti (^ED), 
iFE\ (GD\ e.cc. clie uniscono Ì punti dei primi tre..,., e 
■cosi via (fig. 12). 




E in gencriile: per figura rettilinea di un dato gruppo 
di ptinti intendesi la figura deterininata dai segmenti 
clìe hanno per estremi i punti dati, dai segmenti che 
i punti di questi determinano a due a due, e cosi via. 

Bef. II. — i) La figura costituita dai tre punti 
J,B, C non situati In una retta e dai tre segmenti AB, 
B C, A C dicesl triangolo. I iTe punti ABC dlconsl ver- 
iici, e i tre segmenti {AB) (B C) e {CA) lati del triangolo. 

Quando non vi sarà luogo ad equivoco diremo iati 
anche le rette determinate dai tre vertici a due a due. 

I vertici A^ B, C si dicono rispettivamente opposti 
ai lati (B C) (CA) {AB); e reciprocamente. 

2) Se due lati ad es, : {AB) s {BC) del triangolo 
sono eguali, esso dicesi isoscele, ed il terzo lato si dice 
èase del triangolo isoscele. 
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3) Se tutti e tre 1 lati sono egimli, il trinngolo sì 
dice equilatero. 

088. — Ogni figura non rettilinea determina una sola 
figura rettilinea, a cui appartiene, cioè la figura determi- 
nata dai segmenti che uniscono i punti della figura 
data, e da quelli che congiungono i punti di questi seg- 
menti, e cosi via. 

14. Oss. Oinp. I. — Come di due oggetii rettilÌDei (ii. 7), cosi 
di due corpi qualunque doì diciamo die souo eguali quando 
preducono in noi la stessa iraagine, onde ciò che diciamo dell'uno 
possiamo ripetere per l'altro, considerali isolatamente, indipen- 
dentemente cioè da altri oggetti. E quindi ad un punto A dell' uno 
.vediamo corrispondervi un punto A' dell'altro e ad A' il punto A j 
ad unaserie^Se... di punti dell'uno una serie ^'S'C'... dell'altro j 
e ad ogni segmento dell' uno un segmento eguale dell' altro. 

Def. — L' espressione : Le figure reittUnee F ed 
F' sono eguali significa che si può stabilire fra ì loro 
punti una corrispondenza luiivoca e del medesimo or- 
dine tale, che ai segmenti dell'una corrispondono seg- 
menti eguali dell' altra. — E la espressione : Due figure 
non rettilinee sono eguali significa che esse sono figure 
corrispondenti in figure, rettilinee eguali. 

Questa corrispondenza fra due figure eguali chia- 
masi eorrispofiden:za di eguaglianza. 

Oss. einp. II. — Facendo uso del movimento senza defor- 
inazione, due figure che possono sovrapporsi, soddisfano al criteri» 
dì eguaglianza, esposto nella Def. 

Oss. I. — La parola eguale, usata per due figure, 
non ha per noi nel ragionamento che il significato ad 
essa attribuito nella Def. 

Oss. II. — Se una figura non rettilinea F appar- 
tiene ad una figura rettilinea f■^, a questa appartiene 
pure la figura rettilinea F^ determinata da /■' (o. 13), che 
può essere la stessa Fy E se due figure non rettilinee 
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jF e /-' sono corri spon ti enti in figure rettilìnee eguali r'\ 
e Fj', le figure rettilinee F^ e F^ determinate da Fé /■' 
sono pure corrispondenti in Fj e F^', ed essendo i 
segmenti di F^ e F^' segmenti di Fj e F{, F^ e F^' 
sono eguali (def.), 

Teor. I. — Ogni figura eguale ad una reità è una reiia. 

Sia F la figura eguale ad una retta r (fig. 13). Per 

la def. se una figura contiene un segmento, un' altra 

figura ad essa eguale contiene un segmento corrispon- 

,^. g. Q, dente, eguale al primo. Se dunque ^BC 

" — — ^^^^ ^^,g p^^^^. jj ^^ j^^ ^^j ^^^^ verso, 

r A B e uno di essi, ad es. B, sarà compreso fra 
Fig. ij gli altri due, e quindi in F' si avranno 

tre punti A'B' C corrispondenti, e tali che B' sarà situato 
nel segmento A' C . Perciò il punto B' sarà situato sulla 
retta A' C, come C è situato sulla retta A'B', ossia nella 
stessa retta r' (post. III). Dunque la F contiene la retta /. 
Stabilita così la corrispondenza univoca e nel mede- 
simo ordine fra ì punti di r e di r' , ad un punto di r non 
può corrispondere un altro punto fuori di r', per la cor- 
rispondenza univoca fra Fed r ; dunque F è la retta r'. 

Teor. II. — Figure corrispondenti in figure eguali 
sono eguali. 

Supponiamo dapprima che le date figure eguali F 
ed F' siano rettilinee. Se le figure p e p' in esse corri- 
spondenti sono rettilinee, la corrispondenza di egua- 
glianza fra i* ed F' stabilisce pure una corrispondenza di 
eguaglianza fra p s p' (d. II); se le figure p, p' non 
sono rettilinee il teorema non è che la seconda parte 
della def II. stessa. 

Supponiamo ora che F ed F' non sieno rettilinee; 
le figure rettilinee da esse determinate sono eguali 
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(d. II). Se p e p' sono due figure corrispondenti di F ed 
F', le figure rettilinee F^ e F/ determinate òip s p' si 
cori'ispondono in quelle determinate da f ed f ; ma 
queste sono eguali, dunque pel caso precedente Fj e F^' 
sono eguali e quindi tali sono anche p e p' (d. II), 

Teor. III. -- Due figure eguali ad una ter^a sono 
eguali tra loro. 

Siano dapprima F e F' due figure rettilinee eguali 
ad una F". Ciò significa ctie ai punti ABC... di F cor- 
rispondono ordinatamente i punti A" B" C" .... di F", 
e a questi i punti A'B'C .... di F'; di guisa clie si pos- 
sono far corrispondere cosi i punti di F ordinatamente 
a quelli di F'. Ma siccome si ha ad esempio AB-^ A" B" 
e A'B' ^A"B", si conclaiude che JB^A'B'; vale 
a dire la corrispondenza cosi stabilita tra F sd F' è una 
corrispondenza di eguaglianza; e perciò Fé P sono eguali. 

Se F, F' e F" non sono rettilinee, per essere F 
e F", F e F" eguali, esse sono figure corrispondenti 
in figure rettilinee F^ ed F/, F/' ed Fj" eguali {def. e 
o, II); per conseguenza sono eguali le figure rettilinee 
Fj ed F/ e per ciò anche F ed F (def.). 

Oss. III. ^ Una figura è eguale a sé stessa; basta 
far corrispondere ogni punto di essa a sé medesimo. E 
di due figure 1' una è eguale o non è eguale all' altra ; 
e r un caso esclude 1' altro. 

La definizione d'eguaglianza fra due figure soddisfa 
dunque ai principi dell'eguaglianza dì due .segmenti. 

15. Obb. emp. — Esaminando gli og- a 
getti rettilinei r e r' e le rette da essi de- """ — ^~ v 

terminate (,fig. 14) noi vediamo che, scelto A' B^ j., 

un segmento qualunque AB del primo r, 
vi t sull'altro un segmento A'B' eguale 
ad AB. 
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POST, IV. — In ogni retta esiste un segmento eguale 
ad un segmento qualunque dì un' altra retta. 

Teor. I. — Lt relle sono eguali. 

Siano r ed r' {fig. ij) due rette qualunque, e,AB\m 
segmento di r. In r' vi è un segmento A' B' eguale 
ad AB. Si stabilisca la corrispondenza dì eguaglianza 
fra i due segmenti AB eà. A' B' in modo che ad un 
punto C di J B corrisponda un punto €'■ di A' B' . 
Sia poi Cj un punto di r fuori del segmento A B nel 
verso òa. A 3, B. In r' vi è un segmento eguale ad A Cj 
(post. IV). Se questo non è diretto nello stesso verso 
' — ^i-— _L_5_Ci ■ "^i A' B' vi è però io questo verso 
g, (j-, un segmento A' C/ eguale ad esso 
r — i— -^ — ^ ' (posi, il), e quindi anche ad AC^. Ana- 
'^" '' logamente se C, fosse fuori dì A B 

nel verso opposto. Facendo corrispondere cosi ad ogni 
punto C di r un punto C di r' sì stabilisce fra le due 
rette una corrispondenza di eguaglianza ; e perciò le 
due rette sono eguali. 

Cor. — I raggi sono eguali. 

Difatti dati i due raggi r ed r', limitati dai punti A ed 
.i^', (fig 16), ad ogni segmento ABéìr si può far corri- 
spondere il segmento A' B' eguale ad AB, e quindi fa- 



nido corrispondere A' ad A e B' Sl B, si viene cosi a 
abiliti? una corrispondenza univoca e de! medesimo 
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ordine tale, che i segmenti corrispondenti sono eguali ; 
dnnque r ed r' sono eguali (def, 14). 

16. Def. — i) Coppia di rette dicesi la figura ret- 
tilinea determinata da due rette (iìg. ij). 

Se le due rette date hanno un punto in comune 
questo punto dicesi verlke della coppia. 

2) Pel' coppia di raggi s'intende una coppia di raggi, 
limitati ad mi punto comune. 

Dicli. — La coppia determinata dalle rette o raggi 
il e J si diuoterà col simbolo (ab) o db: 
e se i raggi della coppia sono determinati 
dai segmenti {A 0} e(BO) a partire dal 
loro estremo comune O, la coppia si indi- 
cherà in tal caso con ^ OB. 

La coppia {b a) o b a sì chiama in- 
versa de\ìn coppia (ab). 

OSB. emp. — Osservando k coppia (rs) di vertice (fig. ijf 
si vede che essa si può far coincidere con la coppia inversa (rs). 

POST. V. — La coppia di rette (r s) dì vertice O, 
considerate in un determinato verso, è inver- 
tibile. 

Cor. — La coppia di raggi (a b) di vertice O. è 
invertibile. 

Infatti se (a b) è la coppia di raggi, ed r, s sono le 
rette di dato verso, in cui a e b si corrispondono- 
(fig. 17), nella corrispondenza di eguaglianza delle cop- 
pie (r s) ed (s r) le due coppie di raggi {a b) e [b a), come 
figure corrispondenti in figure eguali, sono eguali. 

17, Def. -- Le coppie di raggi opposti (di verso 
contrario sulla medesima retta), aventi !o stesso ver- 
tice, si chiamano opposte al vertice. 
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Teor. I. — Li coppie di raggi opposte al vertice 
sono emali. 




Siano (ab), (a' b') le due copjìie di raggi opposte 
al vertice (fig.. 18). Considerando le rette r ed j nel 
verso determinato su di esse dai raggi a e h', nelle cop- 
pie eguali dì rette (r i), {sr) ai raggi aa'^hb' dell'una 
corrispondono i raggi b' b, a' a dell'altra; dunque le cop- 
pie di raggi corrispondenti {ab) {b' a') sono eguali 
(t. 11,14), cioè: {ab)^ {h' a') e quindi (e. pose. V): 
(ab) =(_a' h') 



Rette pai'iillele 

18. Ifef. I. — Una figura A' B' C... dìcesi apposta 
ad un' altra figura ABC rispetto ad un puvlo O, se i 
segmenti OA', OB', OC... della prima sono ordina- 
tamente eguali ed opposti ai segmenti OA, O B, OC... 
della seconda. 

Oss. — Secondo questa definizione la figura opposta 
ad un'altra rispetto ad un punto è unica. 

Def. II. — Trasversale di due rette AB, A'B' 
dicesi il segmento {A A'), i cui estremi A. A' sono sulle 
rette stesse. Anche la retta AA' si chiama trasversale. 
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Def. III. — Due rette dicoiisi parallele, se una di 
esse comiene due punti opposti a due punti dell' altra 
rispetto ad un punto. 

Os9. emj». — Dalla figura jc» lisulta che le rette AC, A' C 
sotio opposte rispeiio al punto O, e quindi p.irallde; si' vede 
inoltre che sì può far scorrere la figura delle due rette r r' su se 
stessa, ia modo che il punto si trasponi iu O', e le sue trjis- 
versah CC'. BE' in MM', PP'. 

Per costruire graficamente due tali rene basta porre (fig. 20) 
l'orlo di una riga lungo A A' e far scorrere una squadra sulla riga 
in modo che con lo spigolo X Y venga a passare per A e per A', 
e tracciando poi le rene AB e A' B'. 



A B C N 




POST. VI. — Due rette parallele sono opposte ri- 
spetto al punto di mezzo dì ogni loro segmento 
trasversale. 

Teor. I. — Per un punto dato fuori di una reità 
si può condurre una, ed una sola, retta parallela alla retta 
data. 

Sia r la retta data (tìg, 19) A' Ìl punto dato fuori 
di essa. Preso sul segmento [A A') il punto di mezzo O 
osserviamo che la retta r' parallela alla r, è opposta 
rispetto ad O ad r, e passa per A' , e che ogni parallela 
passante per A' alla r come figura opposta alla r rispetto 
ad O (post. VI), deve coincidere eoo r' ; dunque la 
parallela r' alla r è unica. 
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Teor. II. — ■ Due rette parallele e distinte non 
hanno alcun punto comune. 

Sia A, se possibile, il punto comune alle due pa- 
rallele r ed r\ e sia B un punto di r' (lìg, 21). Poiché A 
appartiene alla r o. B' alla r' , il segmento AB' sarà 
trasversale delie due parallele r r' & queste rette saranno 
opposte rispetto al puuto O dì mezzo del segmento A B'. 



Ora al punto A, considerato come appartenente 
alla r\ dovrebbe corrispondere sulla r il punto B', 
non essendovi altro che il punto 5', tale che siano AO, 
O B' eguali e di verso opposto. Questo punto B' dun- 
que apparterrebbe alla retta r; e cosi !e rette r,r' 
avrebbero due punti in comune, contro il supposto che 
sieno distinte *). 

Teor. III. — Due figure opposte rispelto ad un punto 
sono eguali. 

Infatti se A' B' sono i punti corrispondenti di ^S 
delle figure opposte, le coppie AOB A'OB' sono 
eguali e quindi ; A B ^ A' B'. Se una figura è rettilinea, 
la figura opposta è pure rettilinea, perchè ad una retta 
AB dell'una è opposta la retta parallela A'B' dell'altra 
(post. VI). Si può dunque stabilire fra esse una corrispon- 
denza di eguaglianza; epperò esse sono eguali. 



*) Si potrebbe dimo.strare questo teorema facendo 
1. dd n. II )ma la di ni osti-azione di questo postalato da 
ione compiei,! e nell'Appendice si basa sul teorema s 
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Se le figure opposte non sono rettilinee, le figure 
rettilinee da esse determinate sono opposte rispetto al 
punto O, perchè ad ogni segmento che cougiunge due 
punti della prima figura è opposto un segmento eguale, 
congiungente i punti corrispondenti della seconda figura. 
Dunque le figure opposte essendo corrispondenti in fi- 
gure rettilinee eguali sono eguali (d 14). 

Cor. — La figura formata da un numero qualunque 
di raggi passanti per un punto O, e quella formata dai 
raggi opposti sono eguali. 

Perchè sono figure opposte rispetto al punto 0. 

Teor. IV. — Segmenti paralleli, compresi fra rette 
parallele sono eguali. 

Siano (fig. 22) JA', B B' due segmenti paralleli 
compresi fra le rette parallele AB, A' B\ e sia il 
punto medio dì A' B. Le rette r,r' \ A A', B B' sono 

opposte rispetto al punto 0, essendo A' B — —^ — ~j- 

trasversale comune di queste rette; ma al / y''j 
punto d' incontro di A A' za r deve cor- ,.//'' /, 

rispondere il punto d'incontro di B B' — \ — 

con r', cioè iJ', perciò i segmenti A A' , B B' sono op- 
posti rispetto al punto O, e quindi eguali. 
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LIBRO SECONDO 



rriiiie proprietà del piano 

19. Oas. eini». .(. — La pane superiore del foglio ben tt 
del disegDO, la superficie di uno specdiio d'acqua stagnante, 
«i danno l' itaagine di quella superficie, che è nota col nome 
piano o superficie piana. 



Se considenamo sul foglio del disegno (fig. 23) un punto P una 
i-elti I, la parallela 1 condotti da F alla r e una retta qualsiasi s 
diversa da r , anuhe se la J non incontra la r entro il foglio del 
disegno, siamo indolii a pensare che qualora le rette e ed i fossero 
suffitientemente prolungate, s incontrerebbero ; vale a dire che 
<:ongiungendo i punti della 1 "iuffidentemente prolungata si otten- 
gono tutte le rette del piano pissanti per P, tranne la parallela r'. 
Dunque diremo 

De£ I. — La figura data da tutte le rette che 
congiungono i punti di una retta r con un punto P 
fuori di essa, e dalla parallela a questa retta, dicesi fa- 
ccio di rette, a fascio dì raggi, secondo che si considera 
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come elemento dì essa la retta, o il raggio, E il sistema 
di pumi determinato da un fascio di rette dicesi piano. 

La retta data r dicesi la diretìrke, il punto P il 
centro, e le rette PA, PB, PC...., che uniscono il centro 
coi vari punti della direttrice, diconsì le ^emratrici de! 
fascio. 

Per versi del fascio s'intendono gli ordini delle se- 
rie delle sue rette o dei suoi raggi, determinati dai 
versi della direttrice. 

Il fascio di centro P e direttrice r si dinota col 
simbolo (Pr), ed il piano con Pr. 

Oss. I. — Anche qni osserviamo, come per la 
retta, che la iniagine intuitiva del piano h indipendente 
dalle rette e dai punti che in esso possiamo segnare ; 
che però per dedurre le sue proprietà to consideriamo 
geometricamente come un sistema di punti. 

Kef, II. — Proiettare un punto (o una retta) da 
un punto P fuori di essa, significa costruire il raggio 
(o il piano) determinato dal punto P e dal punto dato 
(o dalla retta data). 

Osp, emp. II. — Entro il campo dell'osservazione à verifi- 
cata questa proposizione: 

Post. *) — Una retta avente due punti in comune 
col piano appartiene al piano. 

Teor. I. — La parallela ad una retta del piano, 
condotta per un punto di esso piano, appartiene al piano.. 

Sia s una retta del piano ed A' un punto qualun- 
que di esso; s' la parallela condotta da A' ad s (fig. 24). 



*) Questa proposizione può e 
completa e Appendice. 
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Unendo A' con no punto A di s, se O è il punto me- 
dio di AA\ B' i! punto opposto, rispetto ad O, di un 
s' .— ^__^. ^Itro punto 5 di s, il punto B' giace sulla 
^'\. /B' ^'. — Ora la AA' giace nel piano, avendo 

/Q\ con esso Ì due punti A, A' in comune; quindi 

s B A^' O giace nel piano e vi giacerà anche la 

Fig. ai j.gjf3 Qjj g perciò B'. Per conseguenza la 

retta A' h' avendo i due punti A'.B' in comune col 

piano appartiene ad esso piano. 

Teor. II. — Un piano é individualo da una sua retta 
e da un punto qualsiasi di esso fuori della retta. 

Siano {Pr) il fascio generatore del piano, P' e r' 
un altro punto ed un altra retta di esso ; sì vuol pro- 
vare die il piano P r' coincide col piano Pr. 

Ogni retta che congiunge il punto P' con un punto 
qualunque X di r (fig, 25) è "siciiata nel piano 'Pr, per 
avere coti esso i due punti P' ed X in comune. Cosi 
pure nel piano Pr è situata la parallela condotta da P' 
ad r (t. I). Dunque ogni punto del piano P'r appartiene 
al piano Pr, e per la stessa ragione ogni punto del 
piano Pr appartiene a P'r; vale a dire i piani Pr e Pr 
coincidono. 




Dimostriamo ora che coincidono i piani Pr e Pr' . 
Siccome (fig. 26) la retta r' giace nel piano Pr, la con- 
giungente un punto qualunque di r' con P, o è paral- 
lela ad r, e allora giace nel piano Pr ; oppure incontra 
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r in un punto, perchè il piano Pr è appunto determi- 
nato dal fascio (Pr). La parallela condotta da P ad r' 
è pure situata nel piano Pr (t. 1); dunque ogni punto 
del piano Pr' appartiene a! piano Pr. Scelti ora due 
punti A' e B' di r' tali, che PA' PB' incontrino r in 
due punti A e S, si conchiuderà che la ;■ appartiene al 
piano P/ avendo con questo i punti A e B m comune. 
Pertanto ogni punto del piano Pr appartiene al piano Pr' 
e per ciò i due piani Pr e Pr' coincidono. 

Dai due casi precedenti sì ha che il piano Pr coin- 
cide col piano P' r, questo col piano P'r': dunque P 
coincide col piano P'r'. 

Cor. I. '— Il piano è individuato da tre punti qua- 
lunque, non situati in linea retta. 

Infatti due dei tre punti determinano una ret 
ed il terzo punto genera con essa Ìl piano. 

Coi". I[. — Due rette parallele, o che s'incontrano, 
individuano un piano. 

Basta prendere un punto sopra una delle due rette, 
ed altri due nell' altra retta. 

Cor. III. — Due rette del piano o sono parallele, o 
si incontrano in un punto. 

Infatti, scelto un punto P sopra una delle due rette, 
il piano può esser generato dal punto P e dall' altra 
retta, e quindi questa o è parallela alla prima, o la in- 
contra in un punto (d. I). 

Oss. einp. 111. — Nel solo campo deH'osservaJÌone, due 
rene del piano possono non incontrarsi, senza essere parallele; 
ma supposto che il campo dell' osservazione sia maggiormente 
esteso, conservando le proprieià stabilite nei postulati, allora le 



Oss. II. — Il fascio ò costituiio da tutte le rette 
de! piano passanti pel centro P del fascio, perchè le 
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— Mo- 
rette passanti per P iiel piano incontrano la direttrice ; 
una sola non la incontra, cioè la parallela (d. I). 

Oss. III. — Il cor. Ili sotto altra forma ci dice : 
due reile del piano che non si incontrano sono parallele, 
oppure, considerando le rette come segmenti: due rctle del 
piano che prolungate indefinitamente non si incontrano mai, 
sono parallele. 

Cor. IV. — Una reità r che incontra un'altra retta 
r' incontra ogni retta r" del piano, parallela ad r'. 

Sia P il punto d' incontro di r ed r'. Se r non in- 
contrasse r" sarebbe a questa parallela, e per il punto P 
passerebbero le due rette r ed r' parallele a r" il che 
è assurdo (e. I, 18}. 



Angolo 

30. Def, I. — Angolo dicesi una parte del fascio, li- 
mitata da due raggi, come il segmento è una parte della 
retta limitata da due punti (fig. 27). I raggi che limitano 
I' angolo si chiamano lati; il punto comune, vertice del- 
l' angolo. 

Def. II. — Due raggi a, h non opposti di un fascio 
determinano in esso due angoli, che presi insieme costi- 
tuiscono l'intero fascio. Qnello fra i due angoli che non 
contiene i raggi opposti a\ &' di n e è si chiama con- 
vesso; l'altro invece chiamasi concavo. Per angolo dei due 
raggi ah intendesi ordinariamente l'angolo convesso, e 
si indica coi simboli {ah) o ah. 

Def. III. — Un angolo del fascio, i cui raggi sono 
opposti, si chiama angolo piatto. 
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l)ef. TV. — Due angoli del fascio, i cui lati sono 
raggi opposti, si chiamano .opposti al vertice. 

Def. V. — La parte di piano determinata da un 
angolo de! fascio dicesi anche aiigoh piano. 

Oss. emp. I. — L'ispezione dclhi fig. 27 d induce sd as- 




Post. *] — Ogni retta congiungente il verlice di un 
angolo con un punto interno ad un segmento, avente gli 
estremi sui lati dell' angolo, incontra in un punto interne 
ogni altro segmento analogo. 

Teor. I. — // fascio è un sistema lineare chiuso, i 
cui versi sono dati da quelli di una retta qualunque del 
suo piano, che non passa pel centro del fascio. 

Se r è la direttrice primitiva del fascio che deter- 
mina i snoi versi, il fascio può esser generato pure da P 
con un* altra retta r' qualunque del piano (fig. 28). In- 
fatti ai pumi di un segmento ^5 di r, che si seguono 
nel verso da. A n B, corrispondono raggi del fascio che 
si seguono nello stesso verso; e se indichiamo con C 
e C i punti di intersezione di un raggio dell' angolo 
APB coi segménti AB, A' B', e se il punto C per- 



*) aae 
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corre il segmento A B Ó3 A verso B, 11 punto C per- 
corre il segmento A' B' da. A' verso B' ; epperò i versi 
de! fascio (Pr) sono quelli di (Pr'). 

Se la retta A' B' non incontra uno dei iati dell'an- 
golo APE, per esempio il lato P B^ basta considerare 
un raggio P C del fascio che la incontra in iin punto C , 
applicando il ragionamento precedente ai segmenti A C 
« A' C. 




Per determinare quale dei dne raggi ao' delia retta s 
parallela ad )■ segue (in un dato verso de! fascio, ad es. 
nel verso da PA a. P B) ì raggi che incontrano r, ba- 
sta congiungere B con un punto A" del raggio opposto 
■di PA\ il raggio o che incontra B A" è il richiesto. 

Dopo questo raggio, nel verso dato, seguono i 
raggi opposti a quelli che incontrano la direttrice r, a 
questi segue Ìl raggio a' opposto di a ; il fascio di raggi 
■è dunque un sistema chiuso. 

Lemma. — Se due coppie di raggi con vertice sono 
•eguali, gli angoli determinati dai loro lati sono eguali. E 
reciprocamente. 

Siano {ah), [a' b') (iìg. 39) le dne coppie dì raggi 
eguali di vertici C e C; gli angoli ah, a' h' sono 
eguali, essendo in esse figure corrispondenti. 
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Reciprocamente, se gli angoli A C B, A' C B' sono 
eguali, essi sono figure corrispondenti in figure retti- 
linee eguali (d. 14), nelle quali si coruispondono i punti 
C e C, e ai raggi a e è corrispondono i raggi a' e b'; 
dunque la coppia ab è eguale alla coppia a'b' 

Teor. II. — Angoli opposti al vertice sono eguali. 

Se gii angoli non sono piatti, Ìl teorema deriva dal- 
l'esser le coppie di raggi opposte rispetto al vertice, da 
essi determinate, eguali fi'a loro (t. I, 17) (fig. 18). Se 
gli angoli sono piatti, essi sono figure opposte rispetto 
al vertice, e quindi sono eguali (t. Ili, 17). 

TeoP. III. — Due fasci qualunque di centri P e P' 
del piano sono eguali. 

Sia M il punto' medio del segmento PP'. Ad ogni 
retta a del fascio P è opposta una retta a' passante 
per P' che appartiene al piano, e quindi al fascio di cen- 
tro P' (fig. 30}. I due fasci sono dunque figure opposte 
rispetto al punto M ; epperò sono eguali (t. Ili, 1 7). 




Cor. — // piano i eguale intorno ad ogni suo punto. 

Infatti, data una figura i cui punti appartengano ai 
raggi di un fascio P del piano, nel fascio P', per la 
corrispondenza di eguaglianza, vi corrisponderà una fi- 
gara eguale alla prima. 
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Oss. emp. II. — Dino un angolo xy nel fascio di raggi, e 
un raggio a, vedianio che vi sono due angoli b a, a e dello stesso 
verso ed eguali ad xy (fig. 31). Nella figura slessa vediamo pure 
che ogni angolo xy non è eguale ad una sua parte. Diremo dunque: 

Post. *) — I. Vi sono nel fascio due angoli eguali 
ad ogni angolo àalo, dello stesso verso, e aventi l'uno il 
primo raggio estremo, Tallro il secondo in un raggio qua- 
lunque del fascio. 

II Ogni angolo non é eguale ad una sua parie. 
Teor. IV. — Ogni angolo è invertibile. 
Siccome la coppia di raggi (ab) è eguale alla cop- 
pia {ba), cos'i gli angoli ab e ha sono eguali 
^' .--"':-a'\ (lem,). Se ab è piatto, esiste un angolo eguale 
^ ^ ad ab (fìg. 32) a partire da b in uno e nel- 

^'S- >-■ l'altro verso del fascio, il cui secondo lato 
coincide con a, perchè in figure eguali a raggi opposti 
dell'una corrispondono raggi opposti dell'altra. 

Teor. V. — Gli angoli pialli sono direttamente e 
inversamente eguali. 

Siano a a\ bb' due angoli piatti; se appartengono 
a! medesimo fascio, dal post, quando 1' angolo dato è 
piatto risulta clie i due angoli sono eguali direttamente 
cioè nel medesimo verso. Se appartengono a fasci di- 
versi di centri P e P', i due fasci sono eguali, e quindi 
all'angolo piatto bl^ corrisponde un angolo piatto ce' 
eguale del primo fascio, che è a sua volta eguale ad 
aa'. Dunque anche in tal caso aa' ^ bb' 

Dal teor. IV risulta che aa' ^ a' a e quindi es- 
sendo aa' ^hb' si ha pure; a'a^bh'. 
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31. Oss. I. " Mercè ìi post, ed il teoi*. IV il fascio 
di raggi è un sistema lineare omogeneo, nel quale l'ele- 
mento è il raggio, anziché i! punto (d, II 7). 

Essendo il fascio un sistema lineare omogeneo, val- 
gono per esso urne le proposizioni dedotte dal post. II 
per la retta, ad es. quelle relative alla somma ed alla 
ci ; basta sostituire al punto il rag- 
angolo. *) 



jolo qualunque pub esser diviso in 
vertice (fig. 33,.). 



differenza dei sego 
gio, e al segmentc 

Teor. — Un 

dm parti eguali. 

Sia ab l'angolo dato, il suo ver 
Siano AB due punti tali che OA^ OB. 
Nella corrispondenza di eguaglianza fra 
ab e ba al punto A corrisponde B, ed 
il punto medio Mài AB corrisponde a 
sé medesimo; dunque OM corrisponde 
a sé stesso, e divide perciò 1' angolo 
AOB in due parti eguali. Il raggio op- 
posto di O M divide pure per metà Taltro 
angolo dei fascio di centro O. determi- 
nato dai ra^gi ab. — Per ogni altro raggio 



/ \D 
M 



Se poi ab b piatto (fig, 33 />), basta considerare due 
<!Ì a',b' in esso tali che aa' ^ bb'. In tal caso a e b 
raggi corrispondenti nella corrispondenKa di egna- 



I Sarà uiiìt che l'insegniinte dia per esercizio ai giovani di 
Lre quesie proposizioni per gli angoli e di ripetere Je rela- 
nostradoni sgstiiuendo il raggio al punto, l'angolo al seg- 
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glianza decenni ii, ira nel fascio di centro O dagli angoli 
a'b' e b'a'i e quindi il riiggio che divide per metà n'b', 
ossia- il raggio OM, corrisponde a se stesso, e divìde per 
metà anche l'angolo piatto ab. 

Oss. II. — Così pei fascio vale la proposizione cor- 
rispondente anche al post, del n. II della retta quando 
si sostituisca il raggio al punto, l'angolo a! segmento. 
Def. 1. — ■ La retta che divide per metà un angolo 
chiamasi bisseitnce dell' angolo. 

Angolo retlo dicesi la metà di un angolo piatto. 
Cor. — Gli angoli retti sono eguali. 
Infatti gli angoli piatti sono eguali, e quindi tali 
sono anche le loro metà, perchè nella coiTispondcnza di 
eguaglianza di essi le bissettrici sono rette corrispondenti. 
Def. II. — Ogni angolo minore di un retto di- 
cesi acuto ; ogni angolo maggiore di un angolo retto, e 
minore di un nugolo piatto, ottuso. 
3 t Def. III. ■— Angoli suppUmenlari di- 

consi quelli la cui somma è eguale alia 
somma di due retti ; angoli complementari 
quelli, la cui somma è eguale ad un angolo 
retto.* Angoli adiacenti sono due angoli 
ab, db, convessi e coi lati a a' opposti 

"■;• Cs. 34)- 

Def. IV, — Due rette che si incon- 

'''"■ '' trano formano quattro augoli due a due 

opposti o, a'; /3 fi' (fig, 34). Se a e jV sono diseguali, per 

angolo delle due velie intendesi ordinariamente il minore 

di essp. 

Def. V. — Due rette che formano un angolo retto 
si chiamano relte perpeniicolari. 
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Parti del piano detcrminate <la una retta e <la 
un triangolo 

22. Oss. I. — Due raggi opposti di un fascio dì 
centro P situati in una retta i (fig. 35) determinano due 
angoli piatti del fascio. Uno di essi può essere generato 
congiungendo Ì punti A, B, C... di una retta r parallela 
ad 5, mentre l'altro è determinato dai raggi opposti ai 
raggi PJ, PB, PB... (t. I, 20). Le due parti del fascio 
rispetto alla retta ^, come si sa, sono opposte. 




»ef. 1. — Farti di piano rispetto ad una retta si in - 
tendono le parti doterminace da due angoli piatti opposti 
coi lati sulla retta. 

0S8. ir. — Siano P e P' i centri di due fasci 
sopra una retta s nel piano. Scelta una parallela r alla s, 
le due parti di piano, determinate dai due angoli piatti 
individuati da P e P' con la retta r (oss. I), coinci- 
dono. Infatti siano P A, P'A due raggi dei due angoli 
suddetti ; ogni punto B di P'A congiunto con P dh un 
raggio dell' angolo piatto di vertice P, anche se 5 è 
esterno a FA, perchè l'angolo BFP' b sempre com- 
preso nel detto angolo piatto. 

Ora se X è un punto della parte dì piano deter- 
minata dall'angolo piatto di vertice P', il raggio F'X, 
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se non è sulla retta s, incontra la rena r in un punto- 
che congiunto con P dh un raggio dell'angolo piatto di 
vertice P, e quindi X appartiene alla parte di piano 
determinata da questo angolo. Dunque ogni punto della 
parte di piano determinata dall'angolo piatto di vertice P'' 
appartiene a quella determinata dall' angolo piatto di 
vertice P, e reciprocamente. Pertanto le dtie parti 
coincidono. . 

Oss. III. — Date due rette parallele r ed .; di un 
piano (fìg, 35), risalta subito dall' osservazione prece- 
dente che i punti di r sono tutti in una delle due 
parti secondo le quali il piano è diviso dalla s ; basta assu- 
mere r come- direttrice ed un punto P di J come 
centro. 

Teor. I. — Le partì dei piano, rispetlo ad una n 
due relle, sono direllamenie ed inversamente eguali. 

a) Infatti sono eguali direttamente e inversamente 
le due parti di un fascio qualunque che abbia Ìl centro 
sopra una retta qualsiasi del piano ft. V, 20), e la cor- 
rispondenza di eguaglianza delle parti de! fascio dà quella 
delle due parti di piano rispetto alla stessa retta. 

b) Le parti di piano rispetto a due rette sono di- 
rettamente e inversamente eguali, perchè lo sono quelle 
dei due fasci aventi Ì loro centri rispettivamente sulle 
due rette. 

Teor. II. — U segmento che unisce due punti situati 
da parti opposte del piano, rispetto ad una retta, la incon- 
tra in un punto interno ad esso; e viceversa. 

Infatti la retta del due punti X e Fdatl non è pa- 
rallela alla retta data J, perchè ogni parallela alla s deve 
giacere tutta dalla stessa banda di s (oss. Ili), e siccome 
X e Y giacciono da bande opposte di s, cosi la r in- 
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conerà s in un punto 5 (fig. 37). Mli qnesro punto divide 
la r in due raggi situati da parti opposte rispetto atla 
tettai; dunque il punto S è interno al segmento XY. 

La proposizione inversa risulta dall'essere 5Z ed 
S Y due raggi opposti e quindi situati da parti opposte 
rispetto alla retta s. 

Oss. IT. — Due segmenti che uniscono due ver- 
tici J, C di un triangolo ABC con due punti interni 
F, D dei lati opposti 5C, AB si incontrano in un punto 
interno ad essi (fig. 38), percliè l'angolo ACB può es- 
sere generato da C tanto col segmento AB, come col 
segmento AF (posi. n. 20), 





Dftf. II. ._ La figura costituita dai soli lati {AB), 
{AC\ (CB) del triangolo JBC sì dice perimeiro o con- 
torno del triangolo. 

La parte di piano determinata dagli angoli di un 
triangolo limitata ai lati opposti, escluso il perimetro, si 
chiama parie ittlerna del Iriangolo ; la parte ritnanente 
del piano, escluso il perimetro, si chiama parie esterna. 

2) Se una figura ha dei punti interni (od esterni) 
al triangolo, senza avere dei punti esterni (interni) la 
figura si chiama interna (od esternò) al triangolo. 

Oss. T. — In ogni triangolo vi sono tre rette, e 
tre vertici ; e siccome due rette di un piano che s'in- 
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contrailo determinano in esso quattro angoli consecu- 
tivi, a Jue a due opposti, cosi i tre lati del triangolo 
determinano a due a due dodici angoli piani. 

Def. III. - I tre angoli JBC, BOA, c2B del 
triangolo ABC si chiamano angoli inlerni del triangolo; 
e lasciando da parte gli angoli opposti ai primi tre, i 
rimanenti sei angoli determinati nel piano dai tre lati 
si chiamano eslerni al triangolo. 



Trasversali di rette parallele 

3S. Def. I. ~ i) Angoliinlerni dalla sfessa parie della 
trasversale JB con le rette date AO, BO diconsi quelli 
interni del triangolo AOB, e di vertici A s B (d. II, 22), 
ed i loro adiacenti formati da AB coi prolnngamenti dei 
lati del triangolo. Se le rette date r ed ^ sono parallele, 
angoli inumi dalla stessa parte della trasversale AB di- 
consi gli angoli OAB, ABO^, essendo 0^ punti di r 
e di j dalla stessa parte di AB (fig. 39). 




2) Angoli esterni dalla stessa parte diconsi 
cioè : ad'; ,^y'. 
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3) Angoli alterni inumi diconsi quelli che sono in- 
terni e situati da bande opposte della trasversale AB; 
■cioè Òfi'; a'y e angoli alUmi esterni sono gli altri, cioè- 
d/; fiè'. 

4) Angoli corrispondenli sono gli angoli dalla stessa 
parte della trasversale, l'uno interno e l'altro esterno, cioè 
««';^A'; yy'; dò'. 

Teor. I. — Se due rette sono parallele, degli angoli 
■che lina trasversale qualsivoglia forma con esse, gli alterni 
interni sono eguali; i corrispondenti sono eguali; gli interni 
dalla stessa parte sono supplementari. 

E reciprocamente: Se due rette sono tagliate da una 
trasversale, e gli angoli allerni interni sono eguali, oppure 
gli angoli corrispondenti sono eguali, oppure gli interni dalla 
Slessa parie sono supplementari; le due rette sono parallele. 

a) Siano r ed i le due parallele, e AB la trasver- 
sale (fig. 40). Poiché due parallele sono rette opposte 
rispetto al punto di mezzo O di ogni segmento trasver- 
sale AB, gli angoli alterni y s a'; d e f!' sono eguali 
come figure opposte rispetto al punto O. — Per essere 
poi a ^ y come opposti al vertice, si trae da ]■ ^ a', 
a ^ y che a ^ a'. Similmente provasi che fi .^ li, 
y ^^ y' , d ^ ò', ossia che gli angoli corrispondenti sono 
eguali. 



E infine per essere ;' e /i adiacenti, e ,- ^ /5', si 
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concliiude costo che ,V' e ]' sono supplcnientan ; lo 
stesso dicasi di ò, a'; ecc. 

b) Reciprocamente, se le due rette r ed s sono in- 
contrate dalla trasversale AB in modo die gli angoli 
alterni interni siano eguali, le due rette sono parallele. 
Perocché essendo d ^ {i' ed essendo O Ìl punto di 
■mezzo della trasversale AB vi è una sola retta passante 
per B che forma nel verso da AB a s l'angolo ,'-"; e la 
parallela ha appunto questa proprietà. Analogamente per 
gli altri casi. 

Def. II. -- I raggi di due rette parallele situati 
dalla medesima pai'te rispetto ad una loro trasversale di- 
consi avere la stessa dire:^ione, o essere del medesimo 
verso; in caso contrario si dice che sono di verso op- 
posto. 

Teor. It. — Due angoli coi lati paralleli, e dello 
stesso verso, sono eguali. 

Siano ab, a'b^ i due angoli coi lati paralleiì, delio 
stesso verso, e di vertici C e C; dico che essi sono 
eguali (fig. 41). 

Sia O il punto medio di CC. La figura opposta 
dell'angolo ab rispetto al punto O è un angolo u'i&'j 
eguale ad ab (e. Ili, i8) coi lati paralleli ed opposti. 
L'angolo a'b' ha i lati paralleli e dello stesso verso di 
*^uelli di ab, esso è dun^^ue l'opposto al vertice dell'an- 
golo a\b\, e perciò a'b' ^ a\ b\ e quindi ab^ a'b' . 
Oss. — Questo teorema, con la dimostrazione stessa, 
ha luogo anche se 1 due angoli non sono situati nello 
stesso piano. 

Teor. IH. — La perpendicolare ad una retta è per- 
pendicohre a titìte U parallele alla retta data. 
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Siano r ed / due rette parallele, s la perpendico- 
inre ad r; dico che s è pure perpendicolare ad r'. 

Detti A e A' i punti d'incontro di s con r ed t' 
(fig. 42), gli angoli rt «' die s fa con r ed r", essendo ri- 
spettivamente eguali (t. I), sarà a' angolo retto come et, 
e quindi la s sarà perpendicolare alla r'. 

Cor. I. -— Per un punto si pub condurre una sola 
perpendicolare ad una retta data nel piano. 

Invero se pel plinto^' si conduce la parallela f' alla 
retta data r, vi è una sola perpendicolare s condotta per 
A' alla retta r' {t. 21) che è pure perpendicolare ad r. 
Ogni altra perpendicolare alla retta r passante per A' 
lo sarebbe pure alla r, 11 che Jion può essere. 



A 


3\ 


A' 


X 







Coi*. II. — Le perpendicolari od una retta sono pa- 
rallele. 

Se nella figura precedente r' non fosse parallela 
ad r, la parallela ad r passante per A' sarebbe pure per- 
pendicolare alla retta A^', ciò che è assurdo. 

Cor. III. — Due rette parallele ad una medesima 
retta sona parallele fra loro. 

Se r è parallela a r\ e se r" è pure parallela a r', 
la perpendicolare s alla / passante per A' sarà perpen- 
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(licolare alla r ed alla r". E pel corollario precedente 
la r ed r", perpendicolari ad una medesima retta, saranno 
parallele (fig. 43). 

Cor. IV. — Per un punto del piano passano quante 
si vogliano coppie di rette perpendicolari. 

Infatti ad ogni retta passante per un punto sì può 
condurre una sola perpendicolare, la quale non può es- 
sere perpendicolare ad altre rette passanti per Ìo stesso 
punto. 

Uef. III. — 11 sistema di rette del piano, che sono 
parallele ad una data retta, si chiama fascio di paralhje. 
Una parte di questo fascio, determinata da due rette de! 
fascio si chiama striscia. 

34-, Kef. I. — La retta che unisce un vertice di un 
triangolo col punto di mezzo del lato opposto si chiama 
mediana. 




Teor. — La mediana di un triangolo isoscele, che 
passa pel vertice opposti) alla base, é perpendicolare alla 
base, ed é la bissettrice dell'angolo al vertice. 

Infatti (Gg. 44) se nel triangolo isoscele ABP k AB. 
la base, ed M il punto medio di AB, per l'eguaglianza 
dei due angoli APB, BPA si ha che ai punti A, M,P 
corrispondono rispettivamente i punti B, M,P e quindi 
A'MP = B'MP e APAÌ = BPÌi. Resta diinque di- 
mostrato che tee. 
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Def. U. — La perpendicolare ad un lato dì un 
triangolo passante pel vertice, e limitata dal vertice stesso 
e dal lato opposto, dicesi alte^i^a. 

Cor. — L'aUe.:(xa del triangolo isoscele, che passa pel 
vertice opposto alla base i mediana. 

Se la detta altezza non fosse mediana, la mediana 
e l'altezza sarebbero due perpendicolari alla retta AB 
passanti per P, Ìl che è assurdo (e. I, 23). 



Distanze 

35. I>ich. — La locuzione: i punti A a B, e ì punti 
A' e B' hanno la stessa disianza o distante eguali, si- 
gnifica: i segmenti AB, A'B' sono eguali.*) 

Def. I, — i) Per segmento normale condotto da un 
punto P ad una retta r intendesi quello determinato dalla 
perpendicolare passante per P alla retta, r, considerato 
da P al suo punto d'incontro, detto piede, con la stessa 

2) Per segmento obliquo (fig. 44)" condotto per P 
alla r intendesi il segmento determinato da ogni altro 
punto B di !■ con P. Il segmento BM compreso fra 
il piede M del segmento normale PM ed il punto B 
sulla retta r del segmento obliquo PB, si chiama 
proÌe:(ionc ortogonale, o semplicemente proiezione del seg- 
mento PB sulla retta r. 



*) Qyi la distanza i introdotta per via di locuzione; 
pane II (libro VI) ne daremo k definizione. Qyi l'usiamo 
quc per comodità di linguaggio. 
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Teor. I. — // segmento normaU condotto da un 
punto ad una retta è minore di ogni segmento obliquo. 

Siano P ed r il punto e k retta data, FM ÌI seg- 
mento normale, FA un seguiento obliquo (fìg. 45); dico 
che è PiVf < P^. 

Anzitutto nou può essere PA ^ FM perocché in 
tal caso nel triangolo isoscele PAM e nel punto di 
mezzo di AM cadrebbe il piede di un'altra perpendi- 
colare alla r passante per P, mentre die la perpendico- 
lare da P alla r è unica (e. I, t. Ili, 23). 



Dimostreremo adunque che non può nemmeno es- 
sere FA < F M. A tal uopo, condotta per P la retta r' 
parallela alla r, osserviamo che per essere l'angolo APQ 
ottuso, l'angolo APQ contiene il raggio P M. Ora se 
AB è un raggio-interno all'angolo MAP ed è r" la. 
parallela alla retta A C passante per P, questa parallela ;■" 
è , con tenuta nell'angolo QPA,' essendo eguali gli an- 
goli MAP, QPA'; CAP, SFA' (r. I, 23); e quindi, 
come AC è interna all'angolo MAP cosi r" è interna al- 
l'angolo QFA'. Condotta poi per P la perpendicolare PC 
alla AB, essendo PCanche perpendicolare alla parallela 
r" il segmento PC sarà contenuto nell'angolo ottuso 
MPS, sicché il punto C giace fuori del segmento AB. 
Se pertanto fosse PA < PM in FM vi sarebbe un 
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punto B tale che FA ^ P5 e dal punto P del trian- 
golo isoscele PJ B si potrebbe condurre una seconda 
perpendicolare alla AB, diversa da PC, il che non è. 
Sarà dunque PA > PM. 

Teor. II. — Ogni lato di un triangolo è minore 
della somma degli altri due, e maggiore della loro diffe- 
reit^a. 

a) Nel triangolo AB C dico che è ad esempio 
BC <. CA-^ AB. Infatti si conduca da ^ la ^ D per- 
pendicolare alla 8 C. Se il punto D è compreso fra B 
e C (fig. 4Éa) si ha (e. I) BD < BA, DC < CA 
quindi, sommando, BC <_ CA ■+■ AB. 

Se D coincide con C (o con B), per esempio con 
C (fig. 46 h), si ha 5C < AB e, a maggior ragione, 
BC <^ A C -^ AB. Se D cade nel prolungamento di 
B C (fig. 46 e), si h^ BD < BA, e. BC <: BD quindi 
BC< B^, e perciò anche: BC < AB -^ CA. 

b) Quanto alla seconda parte del teorema, si con- 
sideri il lato AC. Se fosse AC ^AB — BC sarebbe pure 
AC + BC < AB, il che non è, come si è visto; dun- 
que è : 

AC :> AB — BC 
Cor. — La somma delle distante di un punto in- 
terno al triangolo dai due estremi dì un suo lato é minore 
della somma degli altri due lati. 

Sia O (%. 47) il punto dato. Si prolunghi la retta 
OB fino ad incontrare la retta AC in D, che è Interno 
ad AC. Si ha: 

OC < OD -h DC 
e quindi, aggiungendo OB 

OC + OB <^ BD -^ DC 
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Ma si ha pure : BD < JD -h 1 

e quindi aggiungendo DC: 

BD -+■ DC <: AC -h AB 
dunque a maggior ragione 

BO ^ OC < AB ^ AC 





Teor. III. — I segmenti obliqui ài un piano ad 
una retta, che hanno eguali proie^^ioni sono eguali; e in- 
versamente. E ài due segmenti obliqui è maggiore quello 
che ha maggiore proie^one; e inversamente. 

Se A & A' sono due punti equidistanti dal piede M 
della perpendicolare condotta da P alla retta r, dico che 
FA = FA'. 

Infatti i due angoli retti A MP, A' MP sono eguali, 
ed essendo J,A' punti corrispondenti di essi, si ha 
PA = FA' (fig. 48). 

Sia ora MB > MA; dico che è P5 ^ PA. 

Si considerino i due segirienti P'A, P'B essendo P' 
il punto opposto di P rispetto ad il/; per la eguaglianza 
degli angoli retti ^MP AMP\ essendo P.F' punti cor- 
rispondenti, e A corrispondente di se stesso, si ha 
F'A = FA, P'B = FB, e dal triangolo FP'B si ha 
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i PJ- si Ila iMA^ MA'. 
travi-ebbe PJ > PJ'. 
Analogamente si 

Teor. IT. - I punii di una retta sono equidistanti 
dalla parallela a questa retta. 

Sieno JM e J'M le distanze dei due punti J ed J' 
della retta r parallela ad s (fig. 49). Anzitiuto le per- 
pendicolari AM, A'M' alla s sono perpeudicolari anche 
alla r e son parallele fra loro; dunque AM ^ A'M' sono 
eguali (t. ly, 18). 

Def. IL — Distanza di due parallele s' intende la 
distanza di un punto qualunque dell'una dall'altra. 

Teor. V. — Due slrtscie aventi la stessa distans^a 
sono emali. 




Siano ah, a'h' le due strisele, AB, A'B' due loro 
segmenti normali eguali (fig. 50). Le parti di piano de- 
terminale dalle rette a e a' ove si trovano le rette 
beh' sono eguali; quindi si può stabilire una corri- 
spondenza di eguaglianza fra loro, in modo che ad it 
corrisponda a' e al punto A corrisponda A'. Allora al 
segmento A B, normale m Aad a corrisponde il segmento 
A' B' normale in A' ad a' ; al punto B il punto B', 
e quindi alla retta b la retta b'. Dunque ab e a' b' 
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sono figure corrispondenti in figure eguali, e per ciò 
sono eguali. 

Cor. — U piano può essere diviso in striscie eguali. 

Basta condurre per gli estremi dei segmenti con- 
secutivi ed eguali sopra una stessa retta le perpendicolari 
alla retta stessa. 

Teor. YI. — Fasci di rette parallele sono eguali. 

Infatti tagliando due fasci con due perpendicolari 
alle loro rette, e stabilendo fra le due rette una corri- 
spondenza di eguaglianza, le striscie corrispondenti dei 
due fasci sono eguali, e quindi a due punti X J' dell'uno 
corrispondono due punti X' Y' dell'altro, tali che 
XY = X' Y'. 



Altre proprietà dei triangoli 

26. Teor. I. — Non possono esistere nel piano due 
triangoli ABC, ABC eguali, con un lato comune AB, 
dalla stessa banda di questo lato, e nei quali ad A, B, C 
corrispondano A, B, C. 

Infatti (iìg. 5O dovendo essere CAB ^ CAB 
il lato CA di CAB dovrà coincidere col lato CA 
dell'angolo CAB, poiché nel fascio di centro ^, a par- 
tire da ^iJ e da una parte di AB,v\k un solo angolo 
eguale ad un angolo dato (pose. 20). Analogamente 
il Iato C'B di C'BA dovrà coincidere col lato CB 
dell'angolo CS^;, dunque C coinciderà con C. 

Teor. II. — La corrispondenza di eguaglianza di 
due figure piane eguali è determinata da due angoli cor- 
rispondenti. 
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Siano a b s- a' b' due angoli eguali di vertici F e V 
corrispondenti Ìii due figure piane eguali (fig. 52); dico 
che dato un punto qualunque C della prima figura si 
può costruire il punto corrispondente C 




Infatti si conduca da C una retta che tagli Ì due 
lati a e h dell' angolo a b nei punti A e B (basta che 
la retta non sia parallela ad alcuno dei lati), sui Iati 
a' e b' si prenda FA' = VA, V'B' = VB; la retta 
A'B' corrisponderà alla retta AB, t per l'eguaglianza 
dei due angoli si avrà AB ^ A'B'. In A' B' si co- 
struisca 11 punto C tale che A'C ^A C, B' C ^ B C, 
che è unico, e il punto C corrisponderà al punto C 
nella corrispondenza di eguaglianza dei due angoli ab, a'h' 
e quindi anche delle figure date. 

Cor. — La corrispondm^d di egiiaglian:ia fra due 
figure piane eguali è determinala da due triangoli corri- 
spandenti. 

Infatti l'ipotesi di due triangoli eguali ^5 C, A'B'C 
come corrispondenti trae seco l'eguaglianza di due angoli 
eguali, determinati da Iati corrispondenti. 

37. Teor. I. — Due triangoli aventi due lati e 
l'angolo compreso rispettivamente eguali sono eguali. 

Siano ABC, A'B' C i due triangoli dati e sia : 
AB = A'B' AC=A'C' É'TC—BQ^C (fig. 53). 
Nella corrispondenza di eguaglianza determinata nel 
piano dagli angoli BAC B'A'C, i punti B', C cor- 
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rispondono ai ponti B, C q per ciò Ìl triangolo A'B'C 
corrisponde al triangolo A B C, e per il teor. li, 14 i 
due triangoli stessi sono eguali. Seijue da ciò che : 
BC ~ B'C e inoltre che: AC^B = A^B' 
ABÌ^^ A'B'C perchè figure corrispondenti in fi- 
gure egnali. 

Coi'. — Gli angoli alla base del triangolo isoscele 
sono eguali. 

Se ABC h un triangolo isoscele di base AB 1 
triangoli CAB, CBA sono eguali per avere due lati e 
1' angolo compreso rispettivamente egnali ; quindi gli 
angoli opposti ai laù eguali sono eguali, cioè : 

C'Ali = CB^ 

Tenr. II. — Due Iriangoli aventi un lato eguale e 
gli angoli adiacenti a questo lato eguali, sono eguali. 

Siano ABC. A'B'C i due triangoli e siano: 
AB = A'B' C^^CA^' CBA= CB'A' 
{fig- 54)- 




Poiché le metà del piano rispetto alle due rette 
AB, A'B' ove giacciono i due triangoli sono eguali 
(t. I, 22), si potrà stabilire fra ì punti di queste due 
figure una corrispondenza di eguaglianza nella quale 
ad A corrisponde A', ed a. B, B' essendo per dato: 
AB ^ A'B'. Inoltre, all'angolo BAC corrisponde 
r angolo eguale B'A'C essendovi un solo raggio A'C 
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che forma con A' B' m un dato verso un angolo dato 
(oss. I, 2i); dunque alla retta AC corrisponde la 
retta A' C Per la stessa ragione alla retta E C corri- 
sponde la retta B' C, e quindi al punto C il punto C. 
I triangoli ABC, A'B'C essendo figure corrispondenti 
in figure eguali, sono eguali. 

Cor. — Se un triangolo ha due angoli eguali, i lati 
ad essi opposti sono eguali. 

Infatti se nel triangolo ABC gli angoli di vertici A 
e B sono eguali, sono eguali i due triangoli CAB 
CBA, per avere un Iato in comune e gli angoli adia- 
centi a questo lato eguali; epperò : CA^ C B, ossia 
il triangolo A B C è isoscele. 

Teor. in. -- In ogni triangolo all'angolo maggiore 
sta opposto il lato maggiore; e inversamente. 

Sia ABC il triangolo dato e sia CAB > ABC. 
Dico che si ha £C > A C {Bg. 55). 

Si conduca la A D che faccia con AB un angolo 
eguale ad ABC e sia compreso nell'angolo CAB. Es- 
sendo D il punto d'incontro di AD con 
BC, D è interno al segmento B C. il A^ 

triangolo ABD è isoscele (e. t. II), e per- p / \ 
db BD ^ AD: ma nel triangolo ACD I "/ ^ 
è AC <:AD ^ DC // 

quindi AC <_ BD -i- DC '^ 

ossia AC <: BC ^'^' ^^ 

La proposizione reciproca è facile conseguenza della 
prima. 

Teor. IT. — In due triangoli aventi due lati eguali, 
il ter:^o lato è maggiore in quello, nel quale sta opposto 
l'angolo maggiore; e reciprocamente. 
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Siano ABQ A'B'C' i due triangoli e siano: 
JB = A'B'. AC s= A'C BAC ■> B'A'C; 
dico che 

5C > B'C. 

Infatti consiiieriamo un raggio AB^, che faccia con AC 
l'angolo B^AC eguale a B'A'C e si^i dalla parte op- 
posta di ^B rispetto ad JC; e su questo raggio pren- 
diamo il segmento AB-^ eguale ad A'B' e quindi anche 
ad AB (fig. 56). Il punto Bj può cadere, o non, sulla 
retta B C; in ogni caso 1 triangoli A'B' C e AB^ C sono 
eguali, per avere due lati e 1' angolo compreso eguale, 
epperò CS, ^ B' C . 



Si conduca k bissettrice AD dell'angolo BAB-y, la 
quale, per essere B^C maggiore di B'A'C per ipotesi, 
e questo eguale a S[AC per costruzione, è interna di 
B'aS. l\ punto D è quindi interno del lato BC. Se 
£j non cade sulla retta BC, i triangoli ABD, AB^D 
sono eguali, essendo AD comune 

AB = ABy e B'AD = S^l) 
dunque BD ~ B^D 

Supponiamo ora che B^ cada sulla retta BC. Es- 
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— 60 — 

sendo C compreso fra D e Bj, BD ^ -Oi^i, si ha 
5C> CB^ ossia:5C> fi'C. Se invece -C, non cade 
in BC, nel triangolo B^CD è OB^ -+^ DC > 5,C. 
(t. II, 25), dunque 
DB-^DO B;C ossia: BC > B^C, BC> B'C. 
Teor. T. — Due Irìangolì aventi i lati rispettivamente 
eguali sono eguali. 

Siano ABC, A' B'C i due triangoli e siano: 
AB = A'B' AC=A'C' BC = B'C'; 
dico che i triangoli sono eguali. 




Basterà dimostrare che gli angoli opposti a lati eguali 
sono rispettivamente eguali (fìg. 57). Infatti se l'angolo 
di vertice A fosse maggiore (0 minore) dell'angolo in A', 
il lato iìC opposto al vertice A sarebbe maggiore (o mi- 
nore) di B'C\ contro il supposto. Gli angoli BAC, 
B'A'C sono dunque eguali e perciò s-ncÌK i due trian- 
goli dati (t. I) sono eguali. 

Teor. VI. — Se due segmenti di una trasversale di 
un fascio di rette parallele som eguali, i segmenti corri- 
spondenti di ogni alira trasversale sono pure eguali fra 
loro. 

Siano ab, ed due strisele del medesimo fascio tagliate 
da due trasversali re)-' nei segmenti AB, CD, A'B', CU 
(fig. 58). Dico elle se AB= C D, conche A' B = C D' . 
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Infatti si conducano per B e D ì segmenti BJ'\ DC" 
pai-alleiie quindi eguali ad A'B' CD'. I triangoli ABA\ 
CDC" sono eguali per avere Ì Iati AB, CD e gli an- 
goli, adiacenti eguali, dunque DC" ^ BA" e per ciò 
A'B' = CD'. 



D/ 



Cor. I. — Se per il punto di mes^^^o di un lato di 
un triangolo si conduce la parallela ad un altro lato, que- 
sta dimei:{a il ier^o lato. 

Basta soppoiTe nella figura precedente che D e D' 
coincidano, nel qua! caso si ottiene un triangolo DAA', 
e che coincidano inoltre B e C, s quindi anche B' e C; 
allora B e B' sono i punti di mezzo dei lati AD e A' D' 
del triangolo stesso. 

Cor. II. — Il segmento dei punti medi di due tati 
di un triangolo è parallelo al ter^o lato^ ed i metà di que- 
sto lato. 

Sia ABC il triangolo (fìg. 59) e siano B',C' ì 
punti medi dei lati J C e A B d'i esso. La retta parallela 
condotta per B' al Iato B C passa per C, punto medio 
di AB. 

Conduciamo per B' la parallela ad AB che passa 
pel punto A' medio di B C. Poiché B' C = A'B 
(t. IV, 18), così (B'C) 2 = BC. 
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Teoi". VII. — La somma degli angoli di un trian- 
golo è eguah alla somma di due angoli retli. 

Sia ABC il triangolo (fig. 60) e A D la parallela 
condotta da A al lato B C. La retta AB non può esser 



situata nell'angolo B A C, altrimenti incontrerebbe .5 C 
in un punto interno; prolungato BA dalla parte di A 
rispetto a B in AB' si ha : 

bQ'D = JB^C D'AC = aTTB 
e inoltre 

B-AD + DAC^CAB^ji, 
indicando con n un angolo piatto ; dunque 

Cor. I. — Un angolo esterno di un triangolo è 
eguah alla somma degli interni opposti. 

Infatti dalla dimostrazione precedente si ha ad es. 

B''T(: = aSc m- B"C^ 

Cov. II. — Se due triangoli hanno due angoli ri- 
spettivamente eguali anche il Ut7;o angolo dell' uno è 
eguale al ter:{o angolo dell'altro, 

Def. — Un triangolo ABC che ha un angolo B 
retto dicesi rettangolo ; il lato opposto A C dicesi ipo- 
tenusa; gli altri due AB, BC, diconsi cateti. 

Cor. ITI. — Gli angoli acuti di un triangolo ret- 
tangolo sono complementari. 
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Teor. Vili. — Due triangoli rettangoli sono eguali 
se, hanno due cateti, oppure un cateto e l'ipotenusa, oppure 
un cateto ed un angolo acuto, oppure l' ipotenusa ed uì(f 
angolo acuto, rispettivamente eguali. 

a) Infatti nel primo caso i due triangoli hanno 
due lati e 1' angolo compreso eguali. 

b) Consideriamo il secondo caso. Se nei due trian- 
goli ABC, A'B'C (lìg. 6i) rettangoli in B B' sono 
eguali i cateti AB, A'B' e le ipotenuse AC, A'C, 
dico che, anche i lati B C, B'C devono esser eguali. 

Sappiamo infatti che nella corrispondenza di egua- 
glianza delle metà del piano ove trovansi i due trian- 
goli, e nella quale al segmento A B corrisponde il 
segmento A'B', all'angolo retro AB C corrisponde l'an- 
golo retto A-F C, ed a Cun punto X tale che AC = A'X. 
Ma per ogni altro punto Y del raggio B C si ha : 
AY'^AX (r. 111,25); dunqno X deve coincidere 
con C e perciò 5 C E- B* C ; ma ABC, A' B' X 
sono eguali, e tali sono quindi anche ABC, A'B'C, 




e) Nel ter2o caso Ì due triangoli avendo rispecti- 
vaniente eguali due angoli hanno eguale anche il terzo 
angolo e sono eguali pel teor. Il, 27. 

d) Lo stesso dicasi del quarto caso. 
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§ 7- 
Poligoni 

28, Def. I. — i) Poligono piano semplice dicesì la 
figura determinata da m punti (vertici) e dai segmenti 
{lali) che uniscono questi punti in un determinato or- 
dine, purché tre vertici consecutivi non siano situati in 
linea retta. 

Per vertici consecutivi s'intendono ancora l'ultimo 
ed il primo. 

2) Perimetro del poligono dicesi l' insieme dei lati. 

3} Poligono convesso, o semplicemente poligono, di- 
cesi il poligono semplice tale, clie ogni suo lato lascia 
dalla stessa banda i vertici che ad esso non apparten- 
gono. Ad es. il triangolo è un poligono convesso. 

4) Se il poligono è di quattro, cinque, sei lati, 

il poligono dicesi, quadrangolo, pentagono, esagono.,.. 

Def. II. — Se vi sono lati del poligono che ab- 
biano comune un punto che non sia un vertice, il po- 
lìgono si dice intreccialo. E se non è né convesso, né 
intrecciato dicesi concavo. 

Def. III. — Parte interna del poligono convesso 
dicesi quella data dalia parte interna dei triangoli che 
hanno un vertice comune in un vertice del poligono, e 
per lati i segmenti che uniscono il vertice comune cogli 
altri vertici del poligono, compresi questi stessi segmenti 
ed escluso il perimetro del poligono. Per parte esterna 
s' intende la parte rimanente del piano, escluso il peri- 
metro. 

Def. IV. — Per figura interna, o esterna, al poligono 
convesso intendesi ogni figura che ha punti interni, o 
esterni, al poligono, senza avere punti esterni, od interni. 
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Oss. I. 

essere 
contrassero 
spetto al la 
da bande e 



- 65 - 

Un poligono convesso {lìg. 62) non pnò 
I, perchè se ad es. i lati {i 2) (3 4) si in- 
no punto, che non sia un vertice, ri- 
(i 2) il poligono avrebbe 1 due punti' 3, 4 




Ogni poligono non convesso si compone dì poli- 
goni convessi. 

Ogni poligono convesso può esser scomposto in 
triangoli con un vertice comune in un punto del peri- 
metro, o interno aiì esso. Infetti se la parte interna del 
poligono ad es. ^i^a'^3^4'^5 è determinata dai trian- 
goli F^y^F^, Fi^z^i^ ^^4^5 (fig. ^3 «), la diagonale 
Fj r^, lasciando da bande opposte i vertici V-^ e F^iV^, 
incontra le diagonali V^ F^, fj fj in punti interni i e 2. 





Cosi la diagonale F^V^ incontra FiF^ in un punto in- 
terno 3, 1 triangoli F^F^Fs, F^F^F^, F.F^F^ vengono 
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cosi divisi In triangoli, che appartengono ai triangoli 
^•i^i^tì ^3 '^4^5' /^2 f'a ^^4) e viceversa. Dunque la parte 
interna del poligono può essere determinata anche dai 
triangoli di vertice V^. 

Con un procedimento analogo si vede che se è 
interno al poligono, esso viene scomposto nei triangoli 
TiOPa, r^Or^, V^OV^, V^OV^, V^OF, {%. 6^h). 

Teor. I. — In ogni polìgono ciascun lato è minore 
della somma degli altri. 

Infatti si ha ad es. (fig, 64) 
AB < AC + CB AC <. AD + DC 
AD < AE + ED 
donde sommando, e sottraendo poscia j^i? s AC tanto 
da una somma quanto dall'altra, si ha : 

AB < AE -i- ED ~i-DC -i- CB- 



Oss, II.— Se si chiama spe:^iala una serie limitata di 
segmenti di cui il primo ha il secondo estremo in co- 
mune col secondo segmento, questo ha il secondo estremo 
in comune col terzo, e cosi via si può enunciare an- 
che il teorema seguente // segmento rettilineo è minore di 
ogni spe:(j^ata mente gli stessi e'^tremi. 

Teor. II — In ogni poligono convesso di n lati, 
la somma degli angoli interni é eguale alla somma di 
2 (n— 2) retti. 
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Sia O un punto interno al polìgono e lo si unisca 
coi verrici del poligono ; sì ottengono cosi tanti trian- 
goli, quanti sono i lati dei poligono (fìg. 65). La somma 
quindi degli angoli del poligono è eguale a quella degli 
angoli degli n triangoli suddetti, diminuita della somma 
degli angoli in O ossia di quattro retti. 

Def. V. — Diagonale del quadrangolo dicesi Ìl 
segmento che unisce due vertici non consecutivi del qua- 
drangolo. Ad es. nel quadrangolo J! B CD, J C e BD 
sono diagonali (fig. 66). 

Def. YI. — Fra i quadrangoli si distìnguono : 
Il trapezio, che ha due lati paralleli ; il parallelo- 
gramma. che ha due coppie di lati paralleli. 
E tra i parallelogrammi sì distinguono : 
II rotnbo che ha tutti i lati eguah fra loro; il ret- 
tat^olo che ha tutti gli angoli eguali fra loro (retti). 
Dicesi quadrato il parallelogramma equilatero ed equi- 




Teor. III. — In ogni parallelogramma te diagonali 
si iime^:^ano scambievolmente ; gli angoli opposti sono 
eguali; i lati opposti sono eguali. 

Sia ABCD \[ parallelogramma (fig. 67); dico che 
le diagonali A C e B D si dimezzano scambievolmente. 
Infetti le rette AB e DC, AD t BC sono opposte 
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rispetto al punto medio di A C, e quindi al punto D 
d' inconrro di JD e CD ò opposto il punto B d'in- 
contro di j^B con B C. Dunque la diagonale BD viene 
dimezzata dal punto O. 

1 lati e gli angoli sono rispettivamente eguali per- 
chè sono opposti rispetto al punto O ft. Ili, i8). 

Teor. IV. — Un quadrangolo convesso è un paral- 
logramma se le diagonali sì dime:(xano scambievolmente, 
oppure se due lati opposti sono eguali e paralleli, oppure 
se i lati opposti sono eguali, o infine se gli angoli opposti 
sono eguali. 

Sia AB CD il quadrangolo convesso {fig. 67). 

a) Se le diagonali AC, B D sì dimezzano nel punto 
0, i lati opposti AB, CD; B C, AD sono paralleli, 
(d, j8) e il quadrangolo è un parallelogramma. 

b) Se i lati opposti B C, A D sono eguali e paral- 
leli, essendo i! quadrangolo convesso, C e D sono dalla 
stessa parte di AB. Indicando con O il punto medio 
di A C, il punto opposto B' di B rispetto ad O è si- 
tuato sulla retta A D dalla stessa parte di ^ B ed è 
tale che B C =:= A B' -^ A D; dunque B' coincide con D. 

e) Siene ora : 

AB = CD B C == AD; 
la diagonale A C determina i due triangoli AB C. A CD 
fra loro eguali, perchè hanno i tre lati rispettivamente 
eguali; dunque gli angoli B A Ce A CD saranno eguali. 
Ma questi angoli sono alterni interni rispetto 2.d A B & 
CD; epperò AB e CD sono parallele. Similmente es- 
sendo B^A e C2zt eguali, le rette BC e AD sono 
parallele. 

dj Pel quarto caso si ha A e^ C, D'^^B 
T-^'d = bV c; JVT-H CV I>~ 2 n 
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da cui £ -i~ C ^ 7t, 

e quindi le due rette AB, CD sono parallele. Analo- 
gamente per le due rette AD^ B C. 

Teor. V. — Nei rettangolo le diagonali sono eguali ; 
nel rombo sono perpendicolari; e nel quadrato sono eguali e 
perpendicolari. 

a) Infatti net rettangolo AB CD \ due triangoli 
ADC, BCD sono eguali, per essere A D = B C, DC 
comune, A'DÌ: = DC'B; epperò AC^DB (fig. 68). 





h) E nel rombo HFGH [Wg. 69) i due triangoli 
EOF, FOG sono eguali perchè hanno 1 tre lati rispet- 
tivamente eguali, quindi ; 

^F ^ f'TTg 

e) Il quadrato è rettangolo ed anche rombo. 

Teor. VI. — In ogni ìrape:(Ìo la reità che unisce 
i punti medi dei lati non paralleli e parallela agli altri 
due lati ed eguale alla loro semisomma. 

Siano F, F i punti medi dei lati non paralleli/^ 5 
CD (fig, 70) ; dico che H F è parallela ai laci B D, AC, 
ed è la metà di B D + A C. 

Infatti se J^ è il punto d'incontro diSFcon AC 
si !ia : C H E^ S D, essendo questi due segmenti op- 
posti rispetto ad F. Nel triangolo A B H\\ segmento EF 
è parallelo al lato AH <ì quindi anciie a 5 D, ed è la 
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met;t di AH (e. II, t. VI, 27}. Ma B D = C H, dun- 
que F.F è metà di JH, clie è somma dì A C s B D. 




Teor. VII. — Due poligoni convessi sono eguali se 
hanno tutti ì lati e gli angoli rispettivamente eguali, eccetto: 

1) due lati consecutivi e l'angolo da essi compreso; 

2) due angoli consecutivi e il lato ad essi comune; 

3) tre angoli consecutivi (sui quali non si fa alcuna 
ipotesi]. 

Shnozdes. AB CD E A'B'CD'E' i due poligoni 
convessi dati, i quali abbiano: AB^A'B', BC=B'C' 
CD = CD' ed inoltre: 

aTc == A^C BCD = B^'D' 
CITE = CT)'F.' BA'E = ifA^E' 
(fig- 71)- 

I triangoli ABC A'B'C sono eguali per aver 
due lati e l'angolo compreso eguali. La corrispondenza 
di eguaglianza delle due figure è ora pienamente deter- 
minata; nella quale all' angolo B CD deve corrispondere 
l'angolo eguale B'C'D', perchè come A e Z) sono si- 
tuati dalla stessa ]iarre di B C, cosi ii punti corrispon- 
denti A' e D' devono esser situati dalla stessa parte 
di B'C. 

Al segmento CD corrisponde il suo eguale CD' : 
agli angoli CD E, E A E gli angoli CD'E', B'A'E\ di 
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guisa che ad E corrisponde E'. Essendo così piena- 
mente stabilita la corrispondenza di eguaglianza fra i 
poligoni, i due poligoni sono eguali. 

In modo analogo si dimostra il teorema per gli 
altri casi. 

Tcor. YIII. — Vi é un solo poligono eguale a un 
poligono dato, che abbia due vertici in due punti assegnati, 
corrispondenti a due veriici del poligono dato. 

Siano AB CDEFiì poligono dato, A', B' i vertici 
del poligono da costruirsi e corrispondenti ad A, B; dovrà 
essere A'B' ^ AB. Si costruisca da una part^ di A'B' 
il triangolo A'B'C eguale ad ABC, il quale è unico. 
Stabilita allora la corrispondenza di eguaglianza nel piano 
dai due triangoli ABC, A'B'C, nel modo più volte 
indicato, i punti D',E',F' corrispondenti ai punti D,E,F 
saranno gli aicn vertici del poligono i 



Circonferenza e cerchio 

39. Ifef. I. — Circonferenia dicesi il sistema li- 
neare dei punti dei raggi d' un fascio, equidistanti dal 
centro del fascio. Il centro del fascio dicesi centro della 
circonferenza ; la distanza data, raggio. 

Oss. — La circonferenza è dunque un sistema li- 
neare chiuso, come lo è 11 suo fascio generatore. 

Def. II. — Cerchio dicesì la parte del piano de- 
terminata da rutti i raggi della circonferenza e limitata 
alla circonferenza. Il cerchio, esclusa la circonferenza, 
dicesi anche parie interna, e la parte di piano i 
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esclusa la circonferenza, dicesi esterna. Quando non vi 
è equivoco si chiama tanto la circonferenza quanto il 
cerchio con la parola circolo. 

Ogni figura i cui punti sono inrerni od esterni al 
cerchio si chiama interna od esterna ai cerchio. 
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Def. III. — Un angolo del fascio avente il suo 
vertice nel centro della circonferenza si chiama angolo 
al centro. Un segmento dì circonferenza (d. I, 29 e 6) 
si chiama arco di circonferenza. 

l)ef. IV. — Diremo che un arco è compreso fra 
i laii di un angolo, se gli estremi dell'arco sono situati 
sui lati, e ogni altro suo punto è interno all' angolo 
stesso. 

Teoi". — In uno stesso cerchio, in cerchi eguali, 
angoli al centro eguali determinano sulla circonjerenj(a 
archi eguali; e reciprocamente. 

Siano AOB, e, A'O'B' gli angoli al centro eguali 
[fig. 72). I due archi AB e A'B' sono figure corrispon- 
denti nelle due figure rettilinee determinate dal due an- 
goli eguali AOB, A'O'B', e quindi sono eguali. Dati 
invece 1 due archi, AB e A'B' eguali, dall'eguaglianza 
di questi aichi considerati come figure eguali se ne trarrà 
la eguaglianza dei due segmenti AB, A'B' (d, 14), 
quindi quella dei due triangoli AOB, A'O'B', e quindi 
anche quella degli angoli AOB, A'O B' . 
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Cor. T. — Le circonferenze di egual raggio sono eguali. 

Infatti i ksci di raggi coi centri OtO' nei centri 
delle due circonferenze sono eguali (t. Ili, 20). 

Cor. H. — Un arco è divisibile in due parli eguali. 

Perchè tale è la proprietà di un angolo al centro, 
che comprende l'arco dato. 

Cor. UT. — Le semicirconferenze di egual raggio sono 
eguali. 

Perchè gii angoli al centro corrispondenti sono 
piatti, e per ciò eguali. 

Def. V. — Dicesi quadrante ogni arco della circon- 
ferenza compreso da un angolo al centro che sia retto. 

Cor, IV. — / quadranti di cÌrconferenz_e eguali sono 
eguali. 

Perchè al quadrante della circonferenza corrisponde 
un angolo retto, e gli angoli retti sono eguali. 

30. Def. I. — i) Corda dìcesi i! segmento deter- 
minato dagli estremi di un arco di circonferenza. Dia- 
metro dicesi, ogni corda passante pel centro. 

2) Per arco sotteso da una corda intendesi di regola 
l'arco minore, determinato dagli estremi della corda. 

Def. II. — Fer punii ed archi opposti della circon- 
ferenza intendonsi punti ed archi opposti rispetto al 
centro. 

Teor. I. — La cìrconferen^^a é un sislema lineare 
omogeneo. 

Infatti ad ogni raggio del fascio corrisponde uno 
ed un sol punto, e ad angoli a e ^ eguali dello stesso 
verso o di verso opposto del fascio corrispondono archi 
a' e /3' eguali della circonferenza dello stesso verso o 
di verso opposto; segue da ciò che sulla circonferenza 
esistono due archi eguali ad un arco dato, 1' uno col 
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primo e l'altro col secondo estremo in ogni punto dato. 
Inoltre un arco non è eguale ad una sua parte, e ogni 
arco è eguale al suo inverso, perchè tali proprietà sus- 
sistono anche per il fascio (oss. I, 21). Dunque la cir- 
conferenza è un sistema lineare omogeneo (d. Ili, 7). 

Oss. — Per la circonferenza valgono le conse- 
guenze dedotte dal post. II della retta : basta sostituire 
ai segmenti della retta o agli angoli del fascio, gli ar- 
chi della circonferenza. All' angolo somma o differenza, 
di due angoli al centro corrisponde l'arco somma o dif- 
ferenza dei due archi di circonferenza. 

Cor. — Jd un angolo al centro a maggiore mi- 
nore di un altro p corrisponde un arco a maggiore mi- 
nore dell' arco b corrispondente a (i. *) 

Teor. II. — Archi eguali della circonferenza (0 di 
circonferen:(e eguali) sono sottesi da corde eguali; archi 
minori di una semicirconfereni^a, dei quali l'uno é n 
dell'altro, sono sottesi da corde, di cui l' una è t 
dell' altra. E reciprocamente. 

a) Diffatti siano (fig. 73) J B, A'B' le due corde 
di due circonferenze eguali di centri O ed 0' , oppure 
di una stessa circonferenza di centro 0, e siano o e «' 
gli archi corrispondenti. 

Se « > «' si ha (e. t. I) AOB > A''0'B' 
e siccome i due triangoli AOB A' 0' B' hanno 
AO = A'0\ BO = B'0' A'^B > A^B', cosi 
si coochiude : A B "p- A'B'. E similmente, se a ^ a' 
si conchiudc AB ^ A'B'. 



*) Sarà bene che l'insegnante faccia ripetere per la circon- 
ferenza, come pel fascio, le proposizioni dodorte dai post. II della 
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b) Reciprocamente, se A B ^ A'ì 
azione ad assurdo a S: «'. 



SI ricava per 



Teor. TIT. — Corde eguali di un cerchio sono equidi- 
stanti dal antro; e di due corde disegnali la minore ha 
maggiore disianza dal centro. 

a) Se le corde AB, A'B' sono eguali (fig. 74); dicO' 
che esse sono equidistanti dal centro. 





Infatti i triangoli O A B, O'A'B' sono eguali per 
aver i tre lati eguali, e quindi nella loro corrispondenza 
d' eguaglianza le altezze M t M' sono segmenti 
corrispondenti (e. I, t. HI, 23) e quindi sono eguali fra 
loro. Ma O M e O M' sono le distanze delle due corde 
dal centro; dunque la prima parte del teorema è di- 
mostrata. 

b) Sia A' C una corda minore di AB; dico che A' C 
ha dal centro distanza maggiore della distanza di A B. 

Invero pel punto A' possiamo condiuTC una corda] 
J'B' eguale ad AB. Esìste infatti una retta A'B' che 
fa con O A' un angolo eguale all'angolo B A O, e 
quindi i due triangoli A O B, A'O'B' sono eguali per 
avere due lati e 1' angolo compreso eguali. Alla corda 
A' C minore di A'B' corrisponde un arco A' C minore 
dell' arco A'B' ; dunque la corda A' C^ e per ciò anche 
il piede A^ della perpendicolare condotta da O ad A' C, 
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è situata dalla parte opposta di O rispetto alla retta A'B' . 
Ma OM' = OM h\3. minima delle distanze di dai 
punti di A'B' e per ciò è O M' < 0F\ dunque ON 
che è maggiore di OP^ a pii'i forte ragione è maggiore 
di OM. 

Cor. — - // diametro é la corda massima. 

Teor. IV. — La perpendicolare condotta dal centro 
del cerchio ad una corda la divide per me-ìà. 

Difatti se. A t B sono estremi della corda, il 
centro, il triangolo ABO k isoscele, e la perpendico- 
lare condotta da O alla retta A B k unica e passa pel 
punto di mezzo di essa (_fig, 75). 

Teor. V. — La perpendicolare condotta dal punto di 
me7^:^o della corda alla corda stessa passa pel centro. 

Sia AB h corda, O il centro. La perpendicolare 
condotta per O alla corda A B U dimezza; e siccome 
per il punto niedio M dì AB passa una sola perpen- 
dicolare ad A B^ cosi questa perpendicolare passa per O 
(fig- 75)' 

Teor. TI. — Tre punti non situati in linea retta 
determinano una circonferenza. 

Ss A, B s C sono i tre punti dati (fig. 75), le 
perpendicolari nei punti medi di A B e B C si incon- 
trano sempre in un punto 0, perchè se fossero parallele, 
tali sarebbero le corde AB, B C, ciò che non è, I due 
triangoli A B, B C sono isosceli, perciò O è equi- 
distante dai tre punti dati ; è quindi O centro di un 
cerchio che passa pei tre punti. 

Oltre a ciò la perpendicolare condotta nel punto 
di mezzo della corda A C passa per lo stesso centro 
O (t. V), e d' altra parte immaginando un altro cer- 
chio passante per i tre punti dati, le perpendicolari 
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innalzate nei punti di me>;zo delle corde J B, B C, 
C A si devono incontrare nel nuovo centro, che è 
quindi O. 

Evidentemente, scelti altri tre punti A'B'C della 
circonferen>;a, le perpendicolari nei punti di mezzo delle 
corde A'B\ A' C passano per O. 

31. Teor. I. — La disian:^a di un punto P dai 
punii di una circonferenza ha per minimo il segmento il 
cui prolungamento passa per P e pel centro, e per massimo 
il segmento che contiene il centro; e non possono esservi 
più di due punti della circonferen^ia che abbiano la stessa 
distanf^^a dal punto P. 





Sia P il punto dato, il centro dei circolo dato 
(fig. 76). Siccome la circonferenza viene tagliata da un 
diametro in due parti eguali, basta considerare una 
semicirconferenza determinata dal diametro O P, ad es. 
A MB. Qualunque sia M, dal triangolo P O M s\ ha: 

PM < P O -I- M, PM > PO — OM 
e quindi 

PM < PB PM > PA 

Sulla sressa semicirconferenza non vi possono es- 
ser due punti Mj ed Mg equidistanti da P, altrimenti ia 
perpendicolare condotta da P alla corda M^ M^ passando' 
pel suo punto medio (t. V; 30) passerebbe per O, il che 
non è. Analogamente, se P non è esterno alla circon- 
ferenza. 
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Oss. omy. - Sa un iratio rmtilitieo A B (od un arco A, B^ 
dì circonferenza) ha uà estremo interno e l'altro esterno ad una 
circonferenza (fig. 77) di centro 0, esso incontra questa circon- 
ferenza in un punto C (od in un punto C,) e si ha ; 

OAy OC OB <_ OC 
Cib è i.irae dire the se le distante di un punto dagli estremi 
^ e B di nn segmento o di un Trco sono diseguali, \i è nel seg- 
mento (o nell'ilei.) un punto C almeno tile die C è i,guT.le 
ad ut segmento duo qualunque (il laggioj compreso In -) 
ed OS 

Post. *) — Se un segmento 1 etlihneo, un arco di 
£irconferen:(a, ha un punto interno ed uno esterno ad una 
xirconfcren^a esso t,wo}ilra la arconfi^? en:^a m un punto, 
oppure Se le distan;;ie a eb di un punto O dagli estremi A 
e B di un segmento retithneo, a di un arco di (,irconferen:^u 
AB^ sono disegnali, vt é tn AB almeno un punto C tale che 
OC e eguale, ad un segmento dato, compreso Ira a eb. 

Teor. II. — Una retta incontra la circonferenza in 
due, uno, nessun punto, secondoche la sua distanza dal 
•centro e minore, eguale maggiore del raggio; e recipro- 
mmenie. 





Si osservi anzitutto che la circonferenza nou può 
aver tre punti A, B z C io comune colla retta, perchè 



*| Premettendo 
; può essei 



rai e IX della rei 
Vedi l'Appendice 
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i tre u-iangoli isosceli OAB, OAQ OBC dcte 
rebbero tre perpendicolari diverse ad una stessa retta, 
dal centro (fìg. 78). 

Se il segmento normale O Malia retta data è mi- 
nore del raggio, si può scegliere un segmento obliquo 
OA' maggiore del raggio. Infaiti si conduca la perpen- 
dicolare Mn X ad uii raggio OX non perpendicolare 
alla retta AB\ essa incontra questa retta in un punto A' 
tale, che OA' è maggiore del raggio {t. I, 25). Ora 
fra OA' e OM vi è un segmento eguale al raggio 
(post.) e un altro segmento obliquo eguale esìsterà dal- 
l'altra parte di OM. 

Se invece OM è eguale al raggio, non vi è alcun 
segmento obliquo ad esso eguale, 

E finalmente se OM è maggiore del raggio, a 
maggior ragione non vi è nessun segmento obliquo 
eguale al raggio. 

Reciprocamente, se la retta data non ha alcun 
punto in comune col cerchio O, non può essere il 
segmento normale minore del raggio, perchè in tal 
caso, per la prima parte del teorema, la retta stessa 
avrebbe in comune col circolo due punti ; né può es- 
sere eguale al raggio, perchè allora ne avrebbe uno in 
comune, contro l' ipotesi. Analogamente negli altri due 
casi. 

Def. .1 — Se la retta incontra la circonferenza In 
due punti, essa si chiama secante. 

La retta che ha un sol punto comune colla cir- 
conferenza dicesi langenle, e il punto comune, punto di 
contatto della tangente. 

Cor, — In ogni punto della circonferen:^a la retta 
perpendicolare al raggio e tangente in esso alla circonfe- 
ren:{a. 
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Ciò risLiha dal c.iso del leor. II in cui OM è eguale 
al raggio. 

Teor. UT. — Da un punto esterno ad un cerchio si 
possono condurre od esso due tangenti. 

Sia P il punto dato, O il centro, A i\ raggio del 
cerchio dato. 

Si unisca eoo P e dal punto Q à' incontro di 
OP con la circonferenza data si tiri la perpendicolare 
J'A" ad OP (lìg. 79). 

Con centro e raggio OPsì descriva il circolo, 
e sieno A', A" i due punti d' incontro di esso con la 
retta A' A". 

Si uniscano A' e A" con O, e sieno C',C" i punti 
d' incontro di A' 0, A" O con la circonferenza data. Le 
rette PC, PC" saranno le tangenti richieste. 

Infatti 1 due triangoli A'OQ, POC sono eguali per 
avere Ì lati A' 0, OQ del primo eguali ai lati OP, OC 
del secondo, come raggi dello stesso circolo, e l'angolo 
da essi compreso comune ; saranno perciò eguali gli 
angoli PCO, A'QO; ma siccome J'QO è retto per 
costruzione, cosi PCO sarà pure retto, e la retta PC 
sarà tangente al cìrcolo dato. Similmente PC sarà pure 
tangente ad esso circolo. 

Def. H. — Il segmento della tangente compreso 
ti^a un punto e il punto di contatto dicesi segmento tan- 
gente od anche tangente, quando non havvi luogo ad 
equivoco. 

Cor. — / segmenti delle due tangenti ad una slessa 
circonferen:(a passanti per un medesimo punto sono eguali. 

Infatti i due triangoli rettangoli PCO, PC" O sono 
eguali e quindi eguali saranno i due cateti PC, PC" 
che sono tangenti in C e C". 
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Plinti comiiiii a due eircoiiferenze 

33. Teoi'. I. — Se due circonferenze hanno un punto 
comune, non situato sulla retta dei centri (asse centrale), ne 
hanno un altro situato sopra la perpendicolare passante 
per. esso all' aise centrale. 

Siano O eJ O' i centri delle due circonferenze, A 
un punto comune ad entrambe (fig. 80). Dalla parte di 
piano opposta a quella in cui giace il triangolo OAO' 
si consideri il triangolo OA' O' eguale al triangolo 
OA'O. 




Per essere OA' i^ A, O'A' ^e O'J, il punto A' 
appartiene tanto alla circonferenza di centro O e raggio 
OA, quanto alla circonferenza di centro 0' e raggio 
O'A; epperò A' è punto comune alle due circonferenze 
date. 

Dall'eguaglianza poi dei triangoli OAO', OA'O' 
ne consegue A 00' ^ A' 0'; e dall'eguaglianza dei 
due triangoli j^OA/, ^'OjV/, essendo A/ 11 punto d'incon- 
tro di AA' con 00', ne consegue: 0M= 0M~A' 
cioè AA' è perpendicolare ad 0'. 

Il punto A' coinciderà con A quando A si troverà 
sull'asse centrale 00', e le due circonferenze avranno 
k stessa tangente nel punto comune. 
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Def. — Diie circonferenze che hanno un punto co- 
mune sull'asse centrale diconsi tangmti; e il punto co- 
mune si dice punto di contallo. Se le due circonferenze 
sono dalla stessa parte della tangente comune, si dice che 
si toccano internamente; nel caso opposto, esternamente. 

Teor. II. — Se due circonferenze si toccano esler- 
namenle, la disian:(^a del centri è eguale alla somma dei 
due raggi; e se si toccano internatnenle la distanza dei 
centri è eguale alla differenza dei raggi. 

Siano 00' i centri dei due circoli; 0' ^ d^ e. 
siano r, / i rispettivi raggi. Il punto comune A è sulla 
retta 0'; esso è interno al segmento 0' se i cir- 
coli (fìg. Si) si toccano esternamente, e aliora si ha: 

0A-+-A0'=à, ossia: r-i-r'=d; 
esso è esterno al segmento stesso O O' se i circoli si 
toccano internamente (fìg, 82), e allora si ha : 

O'A — O A ^ d ossia r' — r ^ d. 




Teor. III. — Se due circonferenze hanno due punii 
distinti in comune, la distanza dei centri é minore della 
somma, e maggiore della differenza dei rispettivi raggi. 

Siano O O' ì centri dei due circoh, r r' i rispettivi 
raggi, e siano M ed A' due punti distinti, comuni alle 
circonferenze. Dico che : 

r'-r < 0' < r-^r- 
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se f' ^ r, ovvero che : 

r - r- < O 0- < r -^ r- 
se r > r'. 

Osserviamo anzitutto che i due pumi M ed jV, 
comuni alle due circonferenze, non possono essere si- 
tuati sulla retta 0', perchè Ìl segmento MA' sa- 
rebbe diviso per metà tanto in O che in O', il che 
non può essere, finché i circoli non sono concentrici, e 
anche se souo concentrici, non coincidono. D'altra parte 
per il teor. I se M è fuori della retta O O', N deve 
essere situato sulla perpendicolare passante per M alla 
0' . Adunque se due circoli si incontrano in due soli 
punti distinti (fig. 83), questi sono fuori della retta O 0' 
che ne congiunge i centri. Ma dal triangolo OMO' 
ricaviamo : O'M -~0M<,0O'<0M-^ O'M, 
se r' > r, da cui : r' — r <i O O' <^ r -i- r'\ 

e la stessa relazione ricaviamo pure dal triangolo O N 0'. 

Che se r > f' si ricaverà invece: 
r-r' < 00' < rt-r'. 




Teor. IV. — 5^ due cÌrconferen:^e non hanno alcun 
punto in comune, la distanza del centri é maggiore della 
somma dei due raggi, è minore della loro differenza. 
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Sia M' un punto qualunque del secondo circolo, 
e sia O M' = X O O' = d O'M' = r'. li seg- 
mento X non potrà essere eguale ad r, perchè i due 
circoli non hanno per ipotesi alcun punto in comune. 
Sarà dunque x diverso da r; ma è facile riconoscere 
che se per il punto M' è a; > /■, ciò vale per tutti i 
punti del cìrcolo di centro 0' ; perchè se fosse ad es, 
ON' < r vi sarebbe, pel post, del n. 31, nelFarco M'N' 
un punto P' tale che O P' =s r, lo che non può essere, 
per r ipotesi fatta. Per tutti i punti M' del secondo 
circolo abbiamo dunque : x > r, il che vuol dire che 
il secondo circolo 6 esterno al circolo di centro O. 




Analogamente sì prova che se x <l r per un punto 
M', è X < r per tutti i punti del circolo di centro O', 
e quindi che tutti i punti del secondo circolo sono in- 
terni al primo. Si conchiude intanto da ciò che se due 
circoH non hanno alcun punto in comune, uno di essi 
è esterno all' altro. Se dunque tutti e due sono esterni 
l'uno all'altro, come nel caso della fig. 84 avremo: 

OA -+- A A' --H A'O' E^ 0' 
quindi ; r -^ A A' -f~ r' ^ d 

d y r -t- r'. 
iMa se uno è interno ali" altro, come nel caso della 
fig. 85 avremo ; 

A' A + ^O -+- 0' = A'O' 
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quindi : 



d < . 



Cor. — Secondo che : d y^ r -+- r\ d ^ r -+- r', 
r' —r <d<r-hr', d = r' — r , d < r' — r 
i due circoli sono rispettlvammlc l uno esterno alT altro, 
tangenti esUrnamenle, seganttst in due punti distìnti, tan- 
genti internamente, f uno interno all' altro. 

Sia ad es. r' — r <i d <, r -+- r' . 




Fig. Bi 

Non possono i dne circoli' avere nessun punto in 
comune, perchè in tal caso dovrebbe essere o: d'^r ■+- r' 
oppure d <i r' — r (t. IV), contro il supposto; né pos- 
sono avere in comune un solo punto situato suU' asse 
centrale, perchè allora sarebbe o: d ^r + r' oppure 
d^r' — r (t. Il), conerò il sapposto. 

I due circoli dovranno dunque avere in comune un 
punto, e quindi due, fuori dell' asse centrale. 

Cosi procedesi anche per gli altri casi. 
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Angoli e poligoni nel cerchio 

33. Def. I. — Angolo inscritto nella circonferenza 
dicesi ogni angolo che ha Ìl vertice sulla circonferenza 
e i lati secanti, od uno secante e l'altro tangente, 

Teor. — Un angolo inscritto nella circonferens^a é 
eguale alla mela dell' angolo al centro, che comprende lo 
stesso arco. 

Sia BA C (fig. 86 a) l'angolo inscritto in una circon- 
ferenza di centro O; si deve dimostrare che BAC è 
la metà dell'angolo BOC. 

Il punto O cada in uno dei lati dell' angolo ad es. 
in AC. Il triangolo ABO è isoscele, dunque: 

Ib^o = bTo 



Ma BOC È esterno 
BOC ^ A'BÌ) 
(e. I, t. VII, 27). 



il detto triangolo ed è perei 
■ S'Iti " {BAC} 2 




Sìa il punto interno od esterno all'angolo 5^C 
e sia D il secondo estremo del diametro OA (£g. 86 b,c). 
Si ha: 

(B'AÌ)) 2 = 507), (daZ-) 2 = D'ai: 
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ma nel primo caso : 

BAD + D'AC! ^ B'AÌ: 
e ne! secondo caso: 

B'AD - CAÌ> ~ BAt 
Pertanco 

{BTC) 2 = B'OZ' 

Va lato A T dell'angolo sia tangente in A alla cir- 
conferenza (fig. 86 e)- L'angolo D ^ 7" è retto e quindi 
metà dell'angolo piatto AOD. E se infine O è esterno 
all'angolo alla circonferenza TAB si prova similmente che 
{fAB)2 = AOB 

Cor. I. — Gli angoli inscritti nella circonferenza^ 
che comprendono il medesimo arco sono eguali. 

Infatti essi sono tutti eguali alla metà dell'angolo 
al centro che insìste sullo stesso arco. 

Cor. IT. — Gli angoli alla circonferenza che insistono 
su una semicirconferenza sono retti. 

Infatti essi sono metà dell'angolo -a\ centro che in- 
siste sullo stesso arco, che è piatto. 

Cor, III. — Ogni triangolo rettangolo ha t vertici 
su di una circonferenza che ha per diametro l'ipotenusa. 

34. J)ef. I. — Un poligono che ha i suoi vertià 
sulla circonferenza dicesi inscritto nel circolo; dicesi cir- 
coscritto al circolo, se i suoi Iati sono tangenti alla cir- 
conferenza. 

Teor. I. — Se un quadrangolo convesso é inscritto 
in una circonferenza, gli angoli opposti sona supplementari. 
E reciprocamente. 

Infatti l'angolo ABC (fig, 87) è metà dell'angolo 
al centro che insìste sull'arco ADC, e l'angolo CDA 
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è metà dell'angolo ni centro che coiuprendc l'arco CBA. 
Ma la somma dì questi d.ie archi è l'incera circonfe- 
renza, dunque la somma degli angoli al centro è eguale 
a due retti. 




Pertanto la somma degli angoli opposti ABC, ADC 
del quadrangolo è eguale a due retti. Slmilmente per 
gli altri due angoli opposti. 

Reciprocamente, sia: a -\^ -/ ^^ ji ^ ò, o ciascuna 
di queste somme sia eguale a due retti. 

Se il circolo determinato dal tre punti ABC non 
passasse per D ma per un punto i^di CD, si avrebbe 
fi -^ ip eguale a due retti, da cui si trarrebbe ip ^Ò\ 
vale a dire l'angolo esterno ò del triangolo AFD sa- 
rebbe eguale all' Interno opposto <p, il che è assurdo. 

l>ef. II. ■ — Poligono regolare dicesi il poligono con- 
vesso, che ha i lati eguali e gli angoh eguali. 

Teor. II. — Qualunque poligono regolare é inscrìtto 
in un cerchio ed é circoscritto ad un altro cerchio concen- 
trico al primo. 

Sieno (fig. 88)^2 la bissetcrice deirangolo BAF 
e BP quella dell'angolo ABC; poiché la somma degli 
angoli BAQ ed ABP è minore di due retti, le rette 
AQ, BP s'incontrano in un punto O (t. I, 23). Ora 
il triangolo OAB h isoscele, perchè gli angoli OAB, 
OSA sono eguali; quindi AO^ OB. — Ciò posto 
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uniscasi ÌI vertice C con O e si osservi che Ì triangoli 
ABO, CBO hanno un angolo eguale compreso fra due 
lati eguali;' dunque essi sono eguaH e il Iato OC k 
eguale al lato AO. In modo analogo si dimostrerebbe 
che DO^ EO... sono eguali ad A0\ donde si ricava 
che la circonferenza di centro, O e di raggio AO passa 
per tutti i vertici de! poligono dato. 

Oltre a ciò Ì lati AB, B C, CD... essendo corde 
eguali del cerchio circoscritto, le perpendicolari OG, OH, 
sono tutte eguali, epperò la circonferenza di centro O 
€ di raggio OG è tangente a tutti i lati del poligono 

Itef. 111. — Il centro del circolo inscritto, in un 
poligono, del circolo ad esso circoscritto, dìcesi centro 
del poligono. 





Teoi". III. — Se una circonferenza è divisa in parli 
eguali (_AB), {BC), (CD) il poligono inscritto deter- 
minalo dalle corde AB B C, CD... é regolare, e il poli- 
gono circoscritto EFGH.., determinato dalle tangenti con- 
dotte nei punti di divisione è pure regolare. 

In primo luogo poiché gli archi [AB), (BC), (CD)... 
sono eguali fra loro, le corde sono pure eguali, e sono 
pure eguali i triangoli isosceli CAB, OBC, OCD....; 
ne consegue che gli angoh del poligono ABCD.... sono 
tutti eguali fra loro {fig. 89). 
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In secondo luogo i triangoli isosceli ABE, B CF, 
CDG,.... iianno le basi eguali e gli angoli adiacenti ri- 
spettivamente eguali ; dunque sono egnaii. 

Segue da dò che gli angoli di vertici E, E, G...., 
sono egnaii, e che 

AE = BE=BE= CE....; 
epperò i lati EF, FG... sono eguali, e il poligono cir- 
regolare. 



ProMemi elementari 

35. Oss. I. — I problemi fondamentali della geo- 
metria elementare piana si riducono ai seguenti : 

Segnare un punto nel piano. 

Tirare la retta determinata da due punti. 

Descrivere il circolo di dato centro e di dato raggio. 

Trovare l'interse^jone di due rette, o di una retta con 
un circolo, o di due circoli. 

Questi problemi ordinariamente si risolvono grafi- 
camente, vale adire ne! disegno, con l'immediato uso 
della riga e del compasso. In pratica si fa spesso uso 
anche della squadra per condurre rette fra loro perpen- 
dicolari o parallele (v. fìg, 20); ma siccome il compasso 
è istrumento più preciso, cosi per 1' esattezza del di- 
segno è preferibile 1' uso del compasso a quello della 
squadra. *i 

*) I problemi di cui non è data qui la soluzione potranno 
essere dati come esercizi agli scolari. L'insegnante dirà del modo 
di usare gli istruraenlì, la matita e il tiralinee, e come si veri- 
fica l'esattezza della riga e della squadra. 
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Probi. I. — Costruire un angolo eguale ad un angolo 
dato^ che abbia il vertice ìieW estremo di un raggio dato, 
e rispetto a questo sia dì verso dato. 

Siano DEF l'angolo dato, AX il raggio data 
(%- 9<')- ^'^'^ centro E e l'aggio un segmento arbityario 
si descriva una circonferenza e siano G,J?i punti d'in- 
contro di essa coi lati E-0, EF, Con centro in A, e 
raggio eguale ad FG si descriva un'altra circonferenza, 
la quale incontrerà in un punto C il raggio AX; G 
con centro Ce raggio GH si descriva un'altra circon- 
ferenza. Per essere nel triangolo GFH il lato EH mi- 
nore della somma e maggiore della differenza degli al- 
tri due lati, sarA la distanza centrale AC minore della 
somma e maggiore della diiferenza dei due raggi; per 
ciò le due circonferenze si incontreranno in due punti 
B e B' 

Se il verso dato nell' enunciato del problema è 
quello ove si trova B, \' angolo BAC è Ìl richiesto, 

Oss. II, — Questo problema si risolve facilmente 
anche coU'uso della riga, delia squadra e del compasso 
senza far uso dell' intersezione di due circoh 

Proi>l. II. — Dividere per metà un dato segmenlo. 



;k^ 
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Sia AB il segmento dato (lìg. 91); si costruiscano 
con lo stesso raggio AX eguale ad AB (o maggiore 
della metà di AB) due circoli, 1' uno di centro A, l'ai- 
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Tro di centro B. Questi due circoli avendo la distanza 
dei centri minore della somma e maggiore della diffe- 
renza dei raggi si incontreranno in due pumi C,C' si- 
tuati da bande opposte della retta AB. 

Se D è il punto d'incontro della retta CO con 
AB^ D è il punto medio richiesto. 

Oss. III. — Questo problema si risolve pure col 
solo uso della riga e della squadra. 

Probi. III. — Costruire il triangolo che abbia : 

a) due angoli eguali a due angoli dati, la cui somma 
sia minore di due relH, e per lato compreso fra questi an- 
goli un lato eguale a segmento dato; 

b) due angoli eguali a due angoli dati, la cui somma 
sia. minore di due retti, e per lato opposto ad ano di essi 
un lato eguale a dato segmento; 

e) un angolo eguale ad angolo dato, e i due lati che 
lo comprendono eguali a due segmenti dati; 

d) due lati eguali a due segmenti dati e l'angolo op- 
posto al minore di essi eguale ad angolo dato (se possibile) ; 

e) ire lati eguali a tre segmenti dati, dei quali cia- 
scuno sia minore della somma de^li altri due. 

Risoluzione dei probi, a) (fig. 92). Siano a e ^ gli 
angoli e AB il segmento dati. Dalla stessa parte di AB 
si costruiscano i due angoli BAX, ABY eguali ad a 
e /S. Siccome la somma di a e /^ è minore di due retti, 
i raggi AX e B T non sono paralleli, e per ciò si in- 
contrano in uno stesso punto C. Il triangolo ABC è 
dunque il triangolo richiesto, 

RisoluT^ione del probi, d) (fig. 93). Indichiamo con 
aèh \ due lati dati (a <^ &) e con à l'angolo opposto 
ad a. Costruito un angolo BAC, eguale ad a sì faccia 
AC^^h quindi centrando in C e con raggio a si de- 
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scriva la circonferenza; questa incontrerà il lato AB in 
dne punti, o in uno, o in nessuno, secondo che la di- 
stanza del centro C dal lato AB è minore, eguale a 
maggiore di a. Nei primo caso se BB' sono i punti di 
incontro della circonferenza di centro C col lato AB\ 
i due triangoli BAC B'AC sono i richiesti. Nel se- 
condo caso si ha nn triangolo rettangolo nel punto di 
incontro della circonferenza col lato AB che è ad esso 
tangente. Nel terzo caso 11 problema non ammette so- 
luzione. 




Oss. IV. — A questi problemi si riducono i se- 
guenti : 

Descrivere il Iriangolo isoscele, dati: la base ed un- 
angolo alla base che sìa acuto; la base ed un altro lato, 
tale che la base sia minore del doppio del lato. 

Descrivere il triangolo equilatero, dato Ìl lato. 

Probi. IV. — Per un punto dato sopra di una retta- 
condurre la perpendicolare a questa retta, sia nel caso che 
questa si possa prolungare, sia nel caso contrarlo. 

Siano AP la retta data P Ìl punto dato, e suppon- 
gasi da prima che la retta si possa prolungare nel verso 
di AP (fig. 94 a). Presi sulla rett.i a partire da P due- 
segmenti eguali ed opposti PA, PB e costruito sul lato 
AB il triangolo equilatero ABC, si avrà nella retta CP 
la perpendicolare richiesta. 
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Che se jìP non si può prolungare (fig. 94 ^), si co- 
:strmsca in AP il triangolo equilatero APD e si prolunghi 
AD, facendo OC^^ZJ; la retta PC sarà la perpendicolare 
alla AP. Infatti ZJ è il centro del circolo di raggio AD, 
e l'angolo j^PC inscritto in esso è retto (e, II, t, 33). 

Oss. V. — Questo problema si può risolvere di- 
rettamente colla riga e colla squadra. 

A questo problema si riducono i seguenti; 

Per un punto dato condurre una retta tangente ad una 
■circonferen:{a. 

Descrivere il triangolo rettangolo dati : un lato ed un 
angolo acuto, oppure un cateto e l'ipotenusa; oppure % due 
cateli. 



Probi. V. — Delerminare il centro di un circolo dato. 

Siano ABC ire ptinti della circonferenza data (fig. 95). 
MO la perpendicolare alla corda AB nel punto medio 
di essa M, ed NO la perpendicolare alla corda BC nel 
■punto medio di essa N. Siccome i tre punti j^BCnon 
possono essere in linea retta, cos'i le due perpendicolari 
MO.NO si incontreranno in un punto O, che per la 
proprietà delle perpendicolari alle corde di un cerchio 
nei loro punti medi è il centro richiesto. 

Probi. TI. — Per un punto dato fuori di una retta 
condurre la perpendicolare a questa retta. 

Sia P il punto dato fuori della retta r (fig. 95). Con 
centro P e per raggio il segmento che congiunge P con 
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un punto quaKinque Q situato dalla banda opposta di 
P si descriva un circolo : questo taglierà la r in due 
punti j4B, che potranno anche coincidere. Ss A e B non 
coincidono, sì costruisca un triangolo isoscele ABC dì 
base AB, si unisca P con C e sarà PC la perpendico- 
lare richiesta. Infatti la retta PD è altezza e mediana 
del triangolo isoscele ACB, quindi la retta CD deve 
passare per P, centro del cerchio di raggio PA. 

Se poi B eà A coincidono, la PB è essa stessa la 
perpendicolare domandata (e. r. U, 32). 

l'robl. VII. — Per un punto dato fuori di una retta 
condurre la parallela a questa retta. 

I. Sol. ~ Sia P il punto dato fuori di r (fig. 96). 
Si congiunga P con un punto ^ di r e si segni su r 
un altro punto B, indi si costruisca un angolo APC 
eguale all'angolo PAB che abbia il vertice in P un 
raggio in PA e sia dalla banda opposta a quella ove 
trovasi B rispetto a PJ. La retta PC è la parallela ri- 
chiesta. 

IL Sol. — Se Ce il punto dato, costruendo i due 
triangoli ABC, BAC eguali, dalla stessa parte di AB, 
i punti C e C hanno la stessa distanza dalla retta AB, 
quindi ce è la parallela richiesta. 

Oss. VI. — Anche questi problemi si risolvono 
ordinariamente colla riga e colla squadra. 

A questo ultimo si riducono i seguenti : 

Descrivere il parallelogramma, dati due lati e l'an- 
golo da essi compreso. 

Descrivere il rombo, dati un lato ed un angolo. 

Descrivere il rettangolo, dati due lati consecutivi. 

Descrivere il quadrato, dato il lato. 

Probi. TIII. — Dividere un dato segmento, in parti 
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sia AB ì\ segmento i5ato (fìg. 97), Si costruisca una 
retta AX che formi con AB un angolo qualunque, ad 
es. r angolo acuto XAB; indi si segnino su AX tanti 
segmenti eguali ad un segmento qualsiasi AL, quante 
sono le parti In cui si vuol dividere AB. Se l'ultimo 
segmento è NP sì congiunga P con B e dai punti di 
divistone L....N si conducano le parallele alla PB, le 
quali incontreranno AB nei punti L'M..,N'... I seg- 
menti AL', L M' . NB\ saranno 1 ricliiesti (t. VI 27). 

P C 



a' b r 

Pie, nÉ 




Probi. IS, — Dividere un daìo angolo (od un iato 

a\ Sia ab V angolo dato, e sol lati si prendano i 
segmenti OA = OB, AC = BD; le rette AD, BC 
si incontrano in un punto £ e la retta OE è la bisset- 
trice richiesta (fìg. 98). Infatti nella corrispondenza di 
eguaglianza degli angoli ah e ba al punti A e C cor- 
rispondono i punti S e D e al segmento AD il seg- 
mento BC. Se £■ è il punto d'intersezione di AD colla 
bissectrice dell'angolo, che corrisponde a sé medesima, 
pel punto E che corrisponde a sé medesimo dovrà pas- 
sare anche il segmento B C, dunque il punto E d' in- 
contro di AD con BC è uu punto della bissettrìce. 

b) Se è dato l'arco, basta costruire la perpendico- 
lare alla sua corda nel punto di mezzo di essa corda, 
la quale divide l'arco per metà. 
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Probi- X. — Unire due punii a 
onferen^a, capace di un angolo dato. 



i arco di cir- 





Siano A, B i due p:mti, a l'angolo dato (fig. 99). Si 
costruiscano un angolo BAX eguale all'angolo a, -la 
perpendicolare alia AX in A, e la perpendicolare alla 
AB nel slio punto di mezzo C. Queste due perpendi- 
colari si incontreranno in un punto 0, che sarà il cen- 
tro del cerchio richiesto (t. 34). 



ESERCIZI' 







NoKioiii g^enerali 
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desimo 
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*) Questi eserciti possono ess^r risolti alla fine del par 
sotto li quale sono indicali, colle proposizioni svolte nel par 
o nei paragrafi precedenti. Gli esercizi, alla fine dei quali 

pendentemente gli uni dagli altri. 
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). Un gruppo che ha un numero di elementi appartenente alla 
rie naturale i 2 5.... ".... non può catrispondi. 
ad una sua parte (Si verifichi con esempi). 



4. Dato sulla retta un segmento B C e un punto A, il segmento 
determinalo da! punto A e dal punto .medio di S C È eguale 
alla semisonima o alla se mi differenza dei segmenti AB, AC, 
secondo che il punto A è esterno o interno al segmento B C. 

S- Posto (AA) = 0: 

verificare cbe: AB-hBA=a AB -h B C -^ CA ^ . 

6. Per l'addizione dei segmenti di verso oppo5to vale la legge 

commutativa. 

«■■ 

7. Nella corrispondenza di eguaglian/.a fra la coppia (ab) ài ver- 

tice O e la inversa (ba), ad ogni segmento CD, h retta del 
quale si appoggia ai lati il e & della coppia (ab) nei punti 
A e S tali che OA = OB, corrisponde un segmento CD' 
della medesima retta e di verso opposto. 

8. Se sulla coppia di raggi (ab) di vertice si prendono nel 

raggio a i due segmenti OA, OB e sul raggio h ì due seg- 
menti DA' = 04 OB- = OB, é AA- ~ BB'. 
3 T p P ^ rn desimi 

11 ti d g I d 11 p]. ( M e Iba)- 

<5 



d I! . 



parallela 

1 l'altra. 

angolo 

ondotta 
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p e a p n d 
f. Un g en ogl e 
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d 

1 




d 

d d el 

d q ol 


Liliro 


< secondo 







15. Dimostrare per il f:iscio di raggi la proposizioni corrispor 
denti ai teor. dei iium. 8 e io. 



ló. Dimostrare colla corrispondenza di eguaglianza fra l'angolo 
(ab) e l'angolo {(fa), che la bissettrice di un angolo e quella 
dell'angolo adiacente sono perpendicolari fra loro. 



17 Ln iniii^tlg Jil hi ( su 11 \ertii.i inteini id un altro trian- 

golo e tutto interno lì trnngolo 

18 Uni retta del piano di un trnngolo la quiii, non passa per 

akuno dei vertici, incontra internamente due lati o nessun 
lato dJ triangolo (Ed completi pag ;oJ. 

19 Una retta che ha un punto interno id un triangolo, incontra 

necessinanionie il perimetro in tue punti (ibid. 51). 

20 Una retti non pub ira\ersire pm di quìtlro delle 7 regioni 
dei pimo deìermimte di un tinngalo 

^4 

21 Ss da.,li estremi di un segmenio si Londucono due raggi in 
una delle pam del piano determinate dilla retta dei segmento, 
I due riggi SI incontrino in un punto se la somma degli an- 
goh da esii foiraati col segmento dato è minore di due retti. 
Se h soiima e ratggiore di duL retti si incontrano i loro 
prolungamenti della parte opposta 

22 La perpendicolare ad uni retta incontra tutte k rette non per- 

pendicolari a questi retta 
2i Due tnannOli coi lati paralleli sono equiangoli 
24 Le altezze, t. losi le bissettrici, che passano pei \crtici della 

base di un tnangolo isoscele sono eguali (colla tornspondenza 

di eguaglianza) 
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35. Sei triàngoli ABC, AB D, AQD sono rispetiivamenie eguali 
ai triangoli A-B'C; A'B'D', A'C'D' e i tre punti B CD sono 
in linea retta, anche i punti B'C'D' sono in linea retta. 

26. Il perimetro di un triangolo è maggiore della somma delle 
disianze di un suo punto interno dai vertici del triangolo, e 
minora del doppio delia stessa somma. 

27. li perimetro di un triangolo interno ad un altro triangolo È 
minore del perimetro di questo triangolo. 

28. Luogo dei puuri equidistanti da du; punti. 

29. Luogo dei punti equidistanti da due rette. 

30. Sopra una retta esiste un punto equidistante da dui; punti dari, 
se la retta non è perpendicolare alla retri dei due punti. 

31. Dati due pumi da una stessa banda di una retta j-, determi- 
nare un punto M ili r tale che gli angoli di verso opposto 
che i raggi MA, MB formano con r siano eguali. 



32. Se in due triangoli AIID, ACD si ha B'A^= (^aT) c i 
punti B, C, D sono in linea retta a BD ^ CD, i due trian- 
goli sono eguali. 

3;. Se È un punto interno ad un triangolo A B C, l'angolo BAC 
è minore dell' angolo B O C. 

}4. Se in un triangolo rettangolo un angolo acuto è doppio del- 
l'altro, l'ipotenusa è iL doppio del cateto minore. 

jj. L'altezza di un triangolo rettangolo passante pel vertice del- 
l'angolo retto taglia il triangolo ia du.' triangoli equiangoli 
fra loro e col dato. 

36. La somma delle distanze di un, punto qualunque interno della 

base di un triangolo isoscele dagli altri due lati è costante. 

37. La somma delie distanze di un punto interno di un triangolo 
equilatero dai lati è costante. 

38. Le ligure rettilinee determinate da due gruppi di quattro punti 

nel piano sono eguali se i segmenti che uniscono i quattro 
punti di un gruppo sono ordinamele eguali a quelli dell'altro 
gruppo. 
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^9- Due trÌLingoli che hanno due iati e i' angolo opposto al mag- 
giore rispettivamente eguali sono eguali (Ed. compi, pag. è;). 

40. La bissettrid degli angoli interni di un triangolo passano per 
uno stesso punto, equidistante dai tre lati del triangolo 
(ibid. 64). 

41. Le mediane di un triangolo passano per uno stesso punto, 

ciie divide ciascuna di esse in due parti, di cui quella che ter- 
mina al veriice è doppia dell'altra (ibid. 70). 

42. Le perpctidicolari ai iati di un triangolo condotte per i loro 
punti meJii passano per uno stesso punto, equidistante dai 
vertici (ibid. 71). 

4J. Le tre altezze dì un triangolo passano per uno stesso punto 
(ibid. 72), 



44. Ogni retta avente un punto intemo ai poligono e 

centra il perimetro di essa in due punti (ibid. 74). 

45. 1 punti medi dei iati e delle diagonali di un trapezio sono in 
una retta parallela alle basi. 

46. I punti medf dei lati di un quadrangolo sono i vertici di un 
. parallelogramma. 

47. Se da un punto interno della base di un triangolo isoscele si 
conducono le parallele agli altri due lati, il perimetro del pa- 
rallelogramma cosi formato è eguale alla somma dei lati eguali 
del triangolo. 



48. Il perim, 


itro di ogni poligono è raaggiote 


di quello di og, 


poligone 


) convesso interno ad esso. 




49. Ogni lat 


di un poligono è minore della n 


letà del periraetr 



50. Le bissettrici degli angoli di un parallelogramma formano 
rettangolo, le cui diagorali sono parallele ai Iati del parali 
logramma. 

51. Due poligoni che hanno i lati e gli angoli ordinatamente egu 



1,1 girconferenza le proposizioni corrisponder 

55, Gli archi di circonferenza compresi fra corde parallele so 
egudi. 
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54' Pei" un punto interno al cerchio passa una corda, che viei 

divisa per metà dal punto dato. 
5;. Luogo dei punti le cui tangenti ad una circonferenza sol 

eguali fra laro. 
56. Luogo dei pur»! tali che le tangenti da essi condotto ad 1 

circolo formano angoli eguali. 



57. L'asse centrale di due circonferenze contiene il segmento mas- 
simo fra quelli i cui estremi sono situati rispettivamente sulle 
due circonferenze. 

;8. Determinare i punti tali che le tangenti da essi condotte a 
due circoli siano eguali ad un segmento dato. 

Sg. Determinare i punti dai quali due circonferenze siano vedute 
sotto angoli eguali. 

60. Due circonferenze che non si tagliano hanno quattro tangenti 
comuni, che a due a due si tagliano sull'asse centrale. 



ói. Ogni angolo avente il vertice nell'interno di un cerchio è 
eguale alla sernisomma degli angoli al centro clie sottendono 
gli archi compresi fra i lati dell'angolo e dei suol prolunga- 
ci. Se il vertice dell'angolo è esterno al cerchio, l'angolo è eguale 
alla semidifferenza degU angoU al centro che sottendono l'arco 
concavo e l'arco convesso compresi fra i lati dell'angolo. 
Ó3. Luogo dei punti dai quaU si vede un segmento dato sotto lo 

64. Dati due segmenti con un estremo comune, determinare un 

punto dal quale i segmenti siano veduti sotto lo stesso an- 
golo. 

65. Esiste un punto di un triangolo, dal quale si vedono i suoi 

lati sotto lo stesso angolo. 



Oss. I. — Si indichino sempre nella soluzione dei problemi i 

casi di possibihià e di impossibilità. 
Oss. IL — Nella soluzione dei problemi non vi sono regole 

fisse e determinate ; talora un problema può essere risolto 
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setnplii, nienti, ed eleganti. mente per ■ ii. Jner^c Piu che tutto 
vale 1 eiercrzm Tuitavii vj sono alcuni metoJi in bise 11 
quali SI possono risolvere 1 problemi di cui noti si veda tosto 
1j solu7ione Un melode utile {metodo aniihtn.0) è id es 
quello di ammettere il problema già nioln, e, studnoJo ie 
relazioni fra 1 din e le incogmte, ccicare di ndutre h solu- 
zione de! problemi ad mio pm semplice, di cui sia già nota 
la soluzione, nello stesso modo che si riducono le soluiioni 
dei problemi del testo ille costruzioni fondamentali indicale 
in esso II metodo sintetico procede invece dando le costru 
zioni necessarie, dimostrando poi che la soluzione ottenuta 
soddisfa alle condizioni del problemi 
Trattandosi di determinare la posizione di un punto si circa 
di individuarlo come intersezione di due luoghi, che nella 
Planimetria eiemenure sono rette e circonferenze l-osl ad es 
quando si fratta di individuate il punto che abbia da due pumi 
dati distanze dite si considera il punto come inierse/ione 
delle due circonferenze descritte coi punii dati come centri e 
colle disHnze date come raggi In ilire pirole si assoggetti 
li punto successi viraente ille condizioni del problcm 1, deter- 
mimndo poi 1 punti comum a due luoghi geometrici descritti 
dal punio, secon-ìo le condizioni date 
Talon SI cerca di dettrrainare un punto mediante 1 nterse- 
zione di due rette asioggetiate a certe condiziom 
E se 1 aitisi di determimre noa rena, si procede nello stesso 
modo, tutte le lette che soddisfano ad una dna condizione 
ad es di e'^sere equidistjnii di un punto, determinino un 
ttnthippo Se trattisi id es di determinare um retta per un 
punto, che taglia in una circonferenza um corda eguile ad 
un segmento dito, bista osser are che mite le letie passanti 
pel punto formino un fiscio, e che le corde eguih di una 
circonferenz i, sono iingenn ad uni medesima ci conferenza, 
e quindi per risolvere il problemi basti determinare le rette 
del fascio che souo tangenti .ili ultima circonferenza. 

Vi sono alln metodi, che saranno indicati quando saranno 
stati svolli 1 pnncipl sui quali si appoggiano 
Nelle costruzioni arafiche bisognerà cercire sempre la più 
semplice, che si ottiene impiegindo il minor numero di ope- 
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75. Conduiie le ungenti Lonmm a due circonferenze (^asi diversi). 
Oss. III. — Djto il triangolo ^BC si indicheranno con «, fi, y 

gli angoli, con a,b,c i lati opposti ai vertici A, B, C; i con 

p i! suo perimetro. 

74, Costruite il triangolo, dati; a, a,!" + i:;oppure: «, ^ e J>. 

75. Costruire un cerchio: a) che passi per uu punto e tocchi in 

un punto una retta o ima circonferenza; i) che tocchi una 
retta in un punto e una circonferenza; e) che tocchi una cir- 
conferenza in un punto e una retta; d) che tocchi due cir- 
conferenze e una di questa in un punto daio. 
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APPENDICE *) 



Poligoni equivalenti 

I. Del". I. — i) Se i perimetn di due poligoni 
convessi A e B hanno uno o più punti, od una parte 
in comune, e se i poligoni stessi oltre a ciò non hanno 
in comune aleno punto interno, i due poligoni diconsi 
adiacenti. 

2) E dicesi somma dei due poligoni convessi adia- 
centi ^ e S , di due poligoni ad essi eguali, la figura 
data dai poligoni adiacenti A q B. 

Ad es. il parallelogramma è somma dei due trian- 
goli in esso determinati da una sua diagonale (fig. i). 



3) Le parti interne dei poligoni adiacenti A t B 
i punti comuni che non appartengono al perimetro 



3 ìa prima e la seconda pane, questa appendice 
I, esssiido svolta nel libro IV. 
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della figura da essi detcrminata costituiscono la parte 
interna della loro somma. 

4) Se i perimetri della somma dei poligoni A e. B 
e di un terzo poligono convesso C hanno uno o più 
punti od una parte in comune, e se la somma ^i A ^ B 
ed il poligono C oltre ciò non hanno in comune alcun 
punto interno, la figura che si ottiene, dicesi somma àei 
ire poligoni ABC, o di tre poligoni ad essi eguali. E 
così di seguito. 

Def. II. — i) Figura poligonale dicesi nn poligono 
convesso od una figura somma di piti poligoni convessi. 

2) E per parte poligonale di una tale figura ìnten- 
desi una figura poligonale che sommata ad altre figure 
poligonali determina la figura data. 

II. lìcf. I. — i) La somma 5 di due figure A tB 
si indica scrivendo : 

S — A -^ B 

Le figure A e B diconsi partì dì S ; e si dice al- 
tresì che ^ è la differenza di B da S; B la differenza 
di A da S. 

2) E ss B = A, S dicesi doppia di ^ e di B ; e 
A dicesi metà di 5. 

3) La somma 5 delle tre figure A, B, C si indica 
similmente con 

S - A -^ B -i- C 

E se B EIE A, C ^= A, S dicesi tripla di A. E 
cosi di seguito. 

Def. II. — Due poligoni si dicono equivalenti se 
sono somme di triangoli e quindi anche di parti poligo- 
nah rispettivamente eguali. 

Ad es, i due parallelogrammi A, B determinati dalì( 
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somme degli stessi triangoli I e II, ma diversamente 
disposti, sono equivalenti [fìg. 2). 

Oss. I. — Per esprimere che due figure A e B 
sono equivalenti, si suole scrivere 

^ = B oppure B z=. A 




Teov. I. -- Figure poligonali eguali sono equiva- 
lenti. 

Infatti date due figure eguali, ogni divisione in parti 
della prima, per la corrispondenza di eguaglianza delle 
figure date, può eseguirsi anche nella seconda, e ìn modo 
che le parti siano ciascuna a ciascuna eguali. 

Teor. II. — Somme di figure poligonali equivalenti 
sono equivnUnli. 

Se ^ := B, ciò significa che A t B sono somme 
dì triangoli A' A" A'" .... B'B"B"' .... rispettivamente 
eguali. 

E se sC:nziJ, ono parimenti C t D somme di triangoh 
C'C'C'".... Z)'£)"Z)"'.... rispettivamente eguah. Ma la 
somma ^ -i- C e la somma B -^ D sono somme dei 
triangoh A- A" ...., OC" ...., B'B"B"' .... D'D'D" .... 
rispettivamente eguah ; epperò : A -t- C ^ B -\- D. 

Teor. Ili, — Due figure poligonali equivalenti ad 
una medesima figura sono equivalenti fra loro. 

Siano A = C, B = C. Poiché A — C, A g C 
iono somme di triangoli A' A" C C" .... rispettiva- 
mente eguali ; e polche B ^z C, sono pure B e C somme 
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di triangoli B'B"...., C^'C,"..., cLiscuno : 
spettivamente eguali. Se ì triangoii CO'.... C/Cj".... 
sono ciascuno a ciascuno rispettivamente eguali, il teo- 
rema è dimostrato, cioè A zzi B. In caso diverso os- 
serviamo che un triangolo qualsiasi C del primo gruppo 
potrà trovarsi nelle seguenti posizioni rispetto ad un 
triangolo qualunque Ci del secondo gruppo : i) Il 
primo non ha alcun punto in comune col secondo, 
oppure ha col secondo soio dei punti del perimetro in 
comune, come L MQ, RO N oppure L M Q, M QN 
(fig. 3) ; 2) il primo è contenuto nel secondo, oppure 
questo contiene il primo, come QMR, f.lfO oppure 




LMN, LMQ] 3) il primo e il secondo hanno cia- 
scuno dei punti interni e dei punti esterni l'uno rispetto 
all'altro, come QMN e MPR. Nel primo caso C 
e Ci' non hanno alcuna parte comune ; nel seconde 
caso o coincidono o l'uno è parte dell'altro ; nel terze 
caso uno almeno dei vertici di C è esterno a C/ { 
almeno uno dei lati di C incontra il perimetro di C,' 
In tal caso la parte comune è il polìgono determinatt 
dalle intersezioni del lati del due triangoli, 11 triangoli 
C o non ha parte comune con alcuno dei triangol 
Cj' C\".... ed allora appartiene esso stesso ad uno e 
questi triangoli ; ovvero ha una parte comune con al 
cuni dei detti triangoli e in tal caso esso viene divis 
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da c]uesti triangoli in parti. Le pani e i triangoli co- 
muni ai due gruppi di triangoli suddetti costituiscono 
dunque la C e appartengono, rispettivamente ai trian- 
goli C C" ..., Ci Ci",..; essi determinano dunque una 
nuova divisione in triangoli D'D"... di C, che appar- 
tengono tanto ai triangoli C'C"..., quanto ai trian- 
goli C^C^"... 

■ Eseguendo quindi la suddivisione analoga nelle 
parti eguali di ^ e in quelle di B, si trova che A e B 
sono somme di parti ciascuna a ciascuna rispettivamente 
eguali a D'D" ... e quindi anche fra loro. Anche in tal 
caso pertanto è A ■^ B. 

Oss. II, — Ad es. il quadrato C e il rettangolo A 
(fig. 4} sono equivalenti perchè somme di due ret- 
tangoli eguali e quindi dei quattro triangoli (12), (345), 
(678), (910) segnati nelle due figure a tratto continuo. 
Il quadrato C e il triangolo B sono pure equivalenti per- 
chè composti di due triangoli rettangoli eguali, segnati 
discontinuo, cioè (145610), (23789). 




I triangoli C cioè (12), (345), (678), (910) e i 
triangoli C,' cioè (145610), (23789} in C determinano la 
divisione in parti i, 2, 3, (45), 6, (78), 9, io e quindi nei 
triangoli D'D".... cioè 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. 
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III. TeOJ". I. — Parallelogrammi di sgual base e. di 
eguale alte.:^^a sono equivalenti. 

Consideriamo dapprima il caso che !e basi eguali 
dei due parallelogrammi coincidano, e che i due paral- 
lelogrammi sressi siano in uno stesso piano e si trovino 
dalla stessa banda della base comune. 

Poiché questi due parallelogrammi ABCD, ABC'D' 
hanno eguali le altezze corrispondenti alla base comune, 
le rette CD, CD' per esser parallele alla AB t per 
aver eguale distanza dalla AB coincideranno. E sarà 
inoltre CD = CD'. Ciò posto : 

a) Se C coincide con C e D' con D i due pa- 
rallelogrammi coincidono e quindi sono anche equiva- 
lenti. 

hj Se le coppie di punti CD, CD' si separano, 
ad es. se C è contenuto in CD, D' sarà fuori di 
CD (fig. 5 a) e in tal caso 1 due triangoli ACC 
BDD'. avendo i tati AC, AC e l'angolo compreso 
CA C rispettivamente egnali ai lati BD, BD' e DBD', 
saranno eguali, e si conchiuderà che Ì due parallelo- 
grammi dati sono equivalenti, essendo l' uno somma 
dei poligoni ACC, ACDB e 1' ahro somma dei po- 
ligoni DBD', AC'BD rispettivamente eguah. Se C 
coincide con D il trapezio AC'BD si riduce ad un 
triangolo, e i due parallelogrammi sono pure equiva- 
lenti . 

C C D D' C D C D' 

\Z17 \ZZ 



e) E se le coppie di punti CD, CD' non si 
separano e sono disposte ad es. nell' ordine CD CD' 
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{fig. 5 ^,) porteremo a cominciar m D e nello stesso 
verso di CD dei segmenti ccnsecativi eguali a CD 
finché avremo ottenuto un segmento CX ^ (CD) n, 
che termini in D' oppure in un punto fra C e D' *). 
Tutti i parallelogrammi di base AB che hanno per lati 
ad essa opposti i segmenti suddetti sono eqiiivalanti al 
parallelogramma AB CD; t'ultimo di essi però, per i 
casi finora consideraci a) b) è equivalente anche al pa- 
rallelogramma ABC'D'. Adunque anche in questo caso 
ABCD e ABC'D' sono equivalenti. 

dj Che se Ì due parallelogrammi dati non sono di- 
sposti come nella dimostrazione precedente, noi sap- 
piamo costruire nel piano del primo ABCD e dalla 
stessa banda rispetto ad AB un parallelogramma la cui 
base coincide con AB sd eguale a quello dato. 

Cor. — Un parallelogramma è equivalente ad un 
rettangolo della stessa base e della stessa alte^:(^a. 

Teor. II. — Un triangolo è equivalerle ad un 
rettangolo che ha per hase la metà di un lalo del trian- 
golo e per alte^^a l'alle^^a corrispondente a questo lato ; 
ad un rettangolo che ha per base un lato del triangolo 
e per alte^^a la metà deWaltei^x^ corrispondente. 

a) Siano ABC il triangolo, SC la base, AG 
V altezza corrispondente (fig. 6). La parallela ad AB 
condotta dal punto di mezzo E dì BC incontra AC 
nel sud punto di mezzo D ; e se A F è parallela a B C 
sìhn: AF = BE (ci t. VI, 27). 

Ora, i triangoli A D F, ED C sono eguali per 
avere un lato e gli angoli rispettivamente eguali (t. II, 27), 

*) Qui si amnjeiie il post, d' Archimedi secondo il quale 
dati due segmenti a e /¥, se a •< (ì vi è sempre un numero n 
tiile die è a Ji > fi. 
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perciò il triangolo A ^ ^ e ì\ parallelogramma ABEF 
sono equivalenti come somme del trapezio ADEB e 
dei triangoli eguali ADF., DEC. Adunque il.triangolo 
ABC k equivalente al parallelogramma ABEF della 
stessa altezza ^ G e dì base B E eguale alla metà del 
lato B C; e perciò anche ad nn rettangolo della stessa 
base ed altezza {e. t. I). 




h) Il triangolo ABC b equivalente al parallelo- 
gramma ABEF e questo al rettangolo di base AB e 
di altezza IH, essendo J C V altezza del triangolo ABC 
passante per C. Ma I II h la metà di C I (t. VI, 26) 
dunque Ìl triangolo A B C b equivalente ad un rettan- 
golo che ha per base un lato e per altezza la med 
dell' altezza corrispondente del triangolo. 

Cor. — Due. triangoli che. hanno eguali una base e 
V aìte-^^a corrispondente sono equivalenti. 

Essi sono infatti equivalenti ad uno stesso paral- 
lelogramma dì eguale altezza e di base eguale alla metà 
delle basi eguah dei due triangoli. 

088. — Per divìdere un triangolo AB C mn trian- 
goli equivalenti basta dividere un lato di esso, ad es. 
£ C in K parti eguali e congiungerne gli estremi col ver- 
tice opposto A. Se ABC' è uno dì questi triangoli si 
scriverà: ABC =iABQ —. 
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Probi. I. — Coslruire un triangolo che sia equi- 
valerne ad altro triangolo dato, ed ahUa un alte:{;{a eguali 
ad un segmento dato. 

Siano a 1' altezza data, AB C i! triangolo dato. Si 
conduca una parallela r alla base CE del triangolo ABC 
e dalla stessa banda di C, la cui distanza da C /) sia 
eguale ad a. Se la retta r passa per A, il triangolo cer- 
cato è ogni triangolo di base Bc col vertice opposto 
sulla retta r. Se la retta r incontra in F il prolunga- 
mento del lato AC (fig. 7), si unisca F con B, da A 
si conduca la parallela AD alla retta FB e si congiunga 
F con D. I due triangoli ADF, ADB sono equivalenti, 
per avere la stessa base AD e la stessa altezza con-ì- 




spondente, cioè la distanza delle due parallele ^D, Fiì; 
per ciò le somme 

ACD +■ ADF, ACD h- ABD 
saranno pure equivalenti. Ma la prima somma è il 
triangolo CFD la cui altezza rispetto alla base CD 
è il segmento dato a, e la seconda somma è il trian- 
golo ACB. Il triangolo FCD, e ognuno dei triangoli 
di base eguale alla CD e di altezza a, sarà il richiesto. 
Se la r incontra invece il lato AC in mi punto 
interno F la dimostrazione è la stessa ; in tal caso 
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però : due triangoli JBC, FCD sono somme dei 
triangoli BCF, ABF; BCF, BFD. 

Proti. II. — Costruire un rettangolo di data al- 
tezza che. sia equivalente ai un dato triangolo. 

Sia ABC il triangolo dato; si costruisca il trian- 
golo FCD di altezza a equivalente ad ABC. Il rettan- 
golo che ha per altezza a e per base la metà del seg- 
mento CD è quello richiesto. 

Probi. III. — Costruire un rettangolo di data al- 
te;(^a equivalente ad una figura poligonale data. 

Supponiamo anzitutto che la figura poligonale data 
sia un poligono convèsso ABCDF (fig, 8). Scelti 
tre vertici consecutivi ABC si tiri la diagonale AC^ 
indi la parallela alla A C passante per B, la quale in- 
contrerà il prolungamento del lato consecutivo 3. B C, 
cioè dì DC, in un punto Z; e si unisca A con X I 
triangoli ABC, AXC sono equivalenti per avere la base 
^C in comune e l'altezza corrispondente eguale; quindi 




il poligono dato, che é somma di ACB col poligono 
ACDE... sarà equivalente al polìgono AXDE... che è 
somma di A CX col poligono ACDE... Cosi il poligono 
dato è equivalente ad un altro poligono avente un lato 
di meno. Similmente da questo poligono se ne dedurrà 
un altro, avente un altro lato di meno ; e seguitando 
la stessa costruzione, si perverrà ad un triangolo, equi- 
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valente al poligono proposto. Questo triangolo poi lo 
si trasformerà in mi rettangolo di altezza data, conforme 
il problema precedente. 

Se invece la figura data non è un poligono con- 
vesso, ma bensì una figura poligonale, e quindi come 
tale, somma di polìgoni convessi (d. II, I) si trasfor- 
merà come precedentemente ciascun poligono convesso 
in un rettangolo equivalente e di altezza data a, ìndi 
sopra una retta si prenderanno dei segmenti consecu- 
tivi e del medesimo verso eguali ciascuno a ciascuno 
alle basi dei rettangoli cosi ottenuti. Il rettangolo che 
ha per base la somma dei segmenti ora considerati e 
per altezza 1' altezza data a sarà manifestamente il ri- 
chiesto. 

IV. Lemma. — // quadrato ài un cauto di un 
triangolo è equivalente al rettangolo dell'ipotenusa e della 
proiezione del cateto suW ipotenusa. 

Sia ABC il triangolo rettangolo in J (fig. 9); 
dico che il quadralo A BEI costruito sul cateto BA 
è equivalente al rettangolo BDML che ha per lati 
BD^BC e BL proiezione di .^B sull'ipotenu.'^a BC. 



Infatti essendo BAH e BAC angoli retti, i punti 
ACH sono in linea retta. I triangoli BCL BDA sono 
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eguali per avere eguali i liiti B C, BD; Bl, AB e gli 
angoli CBI, BDI eguali essendo; 

IBC = TBA + AB^, ABD = ABC -+- CSD 

1BA= C'BÌ) 

Il triangolo ABD è equivalente alla metà del ret- 
tangolo BDML, perchè ha la stessa base BD e per 
altezza la distanza delle rette BD, AM.^ óoh BL, che 
è r altezza del rettangolo. 

Cosi il triangolo BCl è equivalente alla metà del 
quadrato ABIH avendo per base Bl e per altezza AB; 
ma i due triangoli ABD, BCl sono eguali, dunque il 
rettangolo BDML e il quadrato ABIH essendo equi- 
valenti al doppio di due triangoli eguali sono equiva- 
lenti. 

Teor. — In ogni triangolo rettangolo il quadrato 
dell' ipotenusa è equivalsnle alla somma dei quadrali dei 
cateti (teor. di Pitagora). 

Siano AB C il triangolo rettangolo, ABIH, A CFG, 
BCED i quadrati costruiti sui cateti e sull'ipotenusa 
(fig. 9). Se da A si conduce la perpendicolare ALM 
sull'ipotenusa BC, si ha per il lemma; 

ABHI = BDLM; ACFG = CELM 
da cui sommando 

ABHI -\-ACFG = BDLM + CELM 
BDLM-^ CHLM z=: BCDE; 
dunque in ogni triangolo ecc. 

Probi. — Costruire un quadrato equivalente ad un 
poligono dato. 

Trasformato il poligono in un rettangolo equiva- 
lente, il problema si riduce a descrivere un quadrato equi- 
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valente ad un dato rettangolo. Sia dunque AB CD il 
rettangolo e sia AB > AD (fig. io). Si descriva su AB 
come diametro una semicirconferenza t s\z AE ^ AD 
e si conduca la EF perpendicolare ad AB. Dico che 
AF è il Iato del quadrato cercato. 




Infatti il triangolo ABF è rettangolo in F (e. lì, 33) 
e per ciò il quadrato di AF è equivalente al rettangolo 
di AB e di AE (lemma) ossia di AB e di AD, e quindi 
è anclie equivalente al poligono dato. 
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LIBRO TERZO 



Prime [ivoprìetà ilollo spazio 

36. Oss. orni». — Ricorrendo all'osservazione vediamo che 
fuori <ii un piano Ji esistono dei punti ; e die se due piani n ^ n 
hanno io comune un punto, essi hanno in comune altri punti 
A, B,... e quindi andie k retta che congiunge due qualunque di 
essi (fig. 100). 
POST. VII, — Esistono punti fuori del piano. 

Post. *) — Due. piani aventi un punto in comune 
hanno in comune una retta. 

Teor. I. — Una retta, che non appartiene ad un 
piano, rincontra in un punto, od è parallela ad una 
retta di esso piano. 

Siano (fig. loi) r e ;r la retta e il piano dati. 
Per la retta r e per un punto B di n facciamo passare 
un piano ; questo, avendo in comune col piano jt i! 
punto J5, avrà in comune una retta s (post. *). Le 
due rette r ed 5 poi, essendo in un medesimo piano, 
si incontrano, o sono parallele. 

I>ef. I. — La figura data dalle rette, clie congiun- 
gono i ponti di un piano n con un punto O fuori di 
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esso, e dalle parallele alle rette di ;t passanti per 0, 
dicesi stella di rette, o stella di raggi, secondo che si 
considera come elemento di essa la l'etta o il raggio. 
E il sistema di punti determinato da una stella di rette 
dicesi spayjo geometrico, o sempllcemenie spazio. 




ik 



Il piano dato n dicesi piano direttore, il punto O 
d\ces\ centro, e le rette OJ, OB.. cbe uniscono il centro 
coi vari punti AB... del piano direttore, come pure le 
parallele O X, 0¥,..- alle rette di esso, diconsi le gene- 
ratrici della stella (fig. 102). 

La stella di centro O e di piano direttore n si 
dinota con (Oji), e lo spazio con On. 

Cor. — La stella può essere generala con giun- 
gendo il suo centro O coi punti di un piano io qualunque 
non contenente 0, e conducendo da O le parallele alle rette 
del piano co. 

Infatti ogni retta delia stella di centro 0, o in- 
contra il piano co, o è parallela ad una retta di m. 

Oss. ~ Lo spazio geometrico, è dunque suscet- 
tibile di definizione: una vera definizione non pos- 
siamo invece dare dello spazio fisico, come pure dello 
spaialo intuitivo. SÌ suol dire comunemente che lo spazio 
fisico è l'ambiente in cui avvengono i fenomeni fisici, 
elle lo spazio intuitivo è la 
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imagine che noi abbiamo dello spazio fisico; Invece lo 
spazio geometrico sopr^ definito è mi gruppo di punti, 
le cui proprietà foodamentali necessarie aìlo sviluppo 
delia Geometria o sono tratte dallo spazio fisico, o in- 
tuitivo, o non contraddicono alle proprietà così stabi- 
lite. *) 

l)ic!i. — La parte della Geometria che tratta delle 
figure sulla retta chiamasi RelHmelrm ; quella clic tratta 
delle figure sul piano. Planimetria ; e quella che tratta 
delle figure non piane, Stereomeiria. Le figure non si- 
tuate sulla retta o sul piano diconsi figure stereome- 
triche. 

37. Tcor. I, -— Due piani qualunque sono eguali. 

Infatti si possono costrtiire in essi due triangoli 
aventi i lati rispettivamente eguali a dati segmenti; e 
quindi mediante l'eguaglianza di questi due triangoli, 
anche quando per lati si considerano le rette che uni- 
scono i loro vertici, a due punti X, Y qualisivogliano 
dell' uno si possono far corrispondere due punti X' ., Y' 
dell' altro in modo che sia XY ^ X' Y' applicando il 
procedimento usato nella dimostrazione del teor. Il, 
11. 27 ; quindi i due piani sono figure rettilinee eguali 
(def. 14), 



*) Dal post. V([ e dai precedenti, come anche d.i quelli che 
daremo in seguito, non si deduce il postulato *) ; ma si potrebbe 
egualmente costruire io spazio geometrico deducendone dalla co- 
struzione tutte le sue proprieià, senza bisogno del post. *) mede- 
simo. Q.uesio è necessario soltanto per stabilire che lo spazio in- 
tuitivo corrisponde a un tale spazio. Posta la questione in questo 
modo, sono possibili degli spazi geometrici superiori che compren- 
dono corne elementi il punto, la retta, il piano, e lo spazio ordi- 
nario, e dove questi elementi si intuiscono rispettivamente allo 
stesso modo. Vedi Bd. compkt.i e Appendice. 
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Oss. — Tutte le proposizioni enunciate pei' l'egua- 
glianza di due figure piane valgono dunque, pel teorema 
precedente, anche quando le figure sono situate in piani 
<iiversì. , 

Teor. II. — Le sulle di raggi sono eguali fra loro.. 

Siano 0, 0' le due stelle, e sia M il punto medio 
del segmento 0'. Ad ogni raggio a della scella O è 
opposto, rispetto ad M un raggio a' parallelo della 
stella O' ; dunque le due stelle sono figure opposte ri- 
spetto ad M e quindi (t. Ili, i8) sono eguali. 

Cor. — Lo spazio i eguale itilorno ai suoi punti. 

Si dimostra conie l' analoga proprietà del piano 
(e. t. III, 20). 



Di 
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38. I>ef. I. — Fascio di piani (o di seiuipiani) dicesi 
la figura data dai piani (o semipiani) determinati da 
una retta f e dalle rette (o semirette) di un fascio col 
centro sulla retta r. La retta r dicesi asse, ed il fascio 
di rette fascio direttore del fascio di piani. 

I versi del fascio sono dati da quelli del fascio 
direttole 

'l'wn'. I. — / versi di un fascio di piani sono dati 
da quelli di un qualunque faiào di rette avente il centro 
suir asse. 

Siano r l'asse del fascio di piani, P il centro del fa- 
scio direttore e P' il centro di un altro fascio di rette 
situato srdl' asse (fig. 103), i! cui piano incontri Ìl piano 
del fascio P in una retta s; dico che i versi del fascio 
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di piani sono pure dcterminiiti da quelli del fascio di 
rette di centro P' . Infatti i versi della retta s determinano 
quelli dei diie fasci P e P' di guisa che se X è un 
punto interno del segmento AB i raggi PX, e P'X sono 
interni agli angoli JPB, AP'B. 

Se P' coincide con P, oppure se i piani dei due 
fasci non si incontrano in una ietta s, 
allora si può scegliere in r un terzo 
punto P" e un fascio di centro P" Ìl 
cui piano tagli i piani dei due fasci P 
e P' in due rette s ed s' applicando il 
ragionamento precedente fra P e P", 
'■""" e P' e P". 

Cor, — // fascio di piani è un sistema ài piani li- 
ììeare chiuso. 

Tale è infatti un fascio di rette die ha i! centro 
sull'asse del fascio di piani, e che può servire a generarlo. 
Def. II. — Angolo diedro, o diedro di due semi- 
piani si intende una parte qualunque del fascio di senii- 
piani, limitata da due semipiani. I semipiani che limi- 
tano r angolo diconsi facce; la retta che essi hanno in 
comune, spigolo del diedro. 

Def. III. - Se a e ;5 sono le due facce, ìl diedro 
si indicherà o col simbolo (u/V), od anche col simbolo 
a/5 quando non vi sarà equivoco col fascio determinato 
■dalle stesse due facce. Se r è l'asse del fascio, a ^ b due 
rette che sì incontrano in r e situate in ci e (5, il diedro 
sarà indicato anche col simbolo {arh) od anche con arb. 
Due diedri con lo stesso spigolo, i cui seniìpiaiii 
sono opposti rispetto all' asse diconsi opposti. 

Teor. II. — Due diedri opposti sono eguali. 
Perchè sono figure opposte rispetto ad un punto 
qualunque dell'asse (e. r. IH, i8). 
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l)ef. IV. — i) Due diedri con lo stesso spigolo, 
una fnccia comune, e con le altre due facce opposte di- 
consi adiacenti. 

2) Un diedro le cui facce sono opposte dicesi die- 
dro piallo. 

Oss. — Due piani che si incontrano in una retca 
determinano quattro diedri, che costituiscono insieme 
il fascio determinato dai due piani. 



§ 3. 
Bette e piani perpendieolari 

39. Teor. I. — Se una retla è perpendicolare a due 
altre in uno slesso punto, essa é perpendicolare ad ogni 
altra reità del fascio determinato dalle prime due; e nes- 
sun altra retla passante per quel punto é perpendicolare 
alla retla data. 

a) Sia la retta r perpendicolare nel punto P alle 
rette a e è; dico che la ?■ è perpendicolare ad ogni al- 
tra del fascio ab (fig. 104). 




Scelgansi in a e i i punti A t B equidistanti da F 
e siano A' ^ B' ì punti opposti di ^ e B rispetto a P, 
ed O LiQ altro punto di r. I triangoli AP O-, J'PO, 
BPO, B'PO sono tutti eguali per essere rettangoli in 
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Pe per avere il cateto comune OP ,€ gli altri cateti 
eguali; dunque: A = OA' ^ OB = OE' . 

I triangoli OAB, OA'B' sono eguali per avere i 
tre lati eguali ; per la stessa ragione sono eguali Ì trian- 
goli OA'B, OAB'. Premesso ób, sìa e una retta qua- 
lunque iJel fascio ab; essa deve incontrare uno o l'al- 
tro dei segmenti AB e AB\ ad es. AB' in C, e quindi 
il segmento parallelo A'B nel punto C opposto di C 
rispetto a P. Si ha per ciò : 

PC^-PC AC=A'C B'C^.BC' 

I due triangoli OAC, OA'C hanno due lati e l'an- 
golo compreso eguali, cioè OA ^ OA' AC ^A'C 
Ole = OA^C, dunque OC = 00. Ma i trian- 
goli OPC, OPC', sono pure egnali per avere i tre lati 
egnali, dunque OPC^ OPC', vale a dire la retta r 
è pure perpendicolare alla retta e. 

Lo stesso ragionamento vale anche se la retta e 
incontra il segmento AB', così che la prima parte del 
teorema è dimostrata. 

b) Data un" altra retta y passante per P e non si- 
tuata nel piano ab, dico che y non è perpendicolare alla 
retta r. Infatti il piano yr taglia il piano ab in una 
retta passante per P, la quale è perpendicolare alla r e 
distìnta da y; dunque la y non può essere perpendico- 
lare alla retta r (e. I, t. IH 23). Resta così dimostrata 
anche la seconda parte del teorema. 

Bef. — Una retta ed un piano diconsi perpendi- 
colari Y una all' altro se la retta è perpendicolare a due 
rette del piano passanti pel suo punto d'intersezione col 
piano. 

Un raggio ed un piano diconsi perpendicolari se il 
raggio appartiene ad una retta perpendicolare al piano. 
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Teoi". II. — Per qualsiasi punto d'una retta, o fuori 
della retta, si pub condurre un solo piano perpendicolare 
alla retta. 

La prima parte discende senz'altro dal teorema pre- 
cedente, quando il punto dato giace nella retta. 

Quando il punto P è fuori della r basta condurre 
da P la perpendicolare r' .alla r nel piano Pr, la quale in- 
contrerà r in un punto P'. Il piano perpendicolare in P' 
alla retta r deve passare per r' e quindi anche per P 
(t. I). Ma vi è un solo piano perpendicolare in P' 
alla r; dunque ecc. 

Teor. III. — Per qualsiasi punto di un piano, o fuori 
del piano, si pulì condurre una sola retta perpendicolare al 
piano. 

a) Sia in primo luogo P sul piano n; dico che per 
P passa una sola perpendicolare al piano (fig. 105). 





Per P conduciamo due rette i e e ad arbitrio sul 
piano Ji, e poi i piani fi e y rispettivamente perpendi- 
colari 3.b e e: questi piani si ragliano secondo una retta a, 
che essendo perpendicolare alle rette b e e (t. I) è per- 
pendicolare al piano ti. Ogni altra retta y passante per P 
determina con a un piano che taglia il piano n in una 
retta, alla quale è perpendicolare la retta a e rispetto 
alla quale ^ è un obliqua. Dunque la retta a è l'unica 
perpendicolare condotta per P al piano n. 
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b) Sìa. il punto P faorì del phno n (fig. io6). Scelte 
su questo piano due rette b s e non parallele, e da P 
condotti i piani perpendicolari a queste rette, questi in- 
tersecheranno il piano 31 in due rette b' e e' perpendico- 
lari rispettivamente atee. (t. I). Q.Lieste rette dovranno 
incontrarsi in un punto À, perchè se fossero parallele, 
tali dovrebbero essere anche le rette b q e. 

Si conduca dal punto C d'intersezione del piano 
perpendicolare condotto da P a ;: la parallela CP' a 
FA e da ^ la parallela e" alla e, che è situata in ar. 
L'angolo delle due rette CP' e e è retto per essere e 
perpendicolare al piano PAC, e quindi è retto anche 
r angolo delle rette PA e e" (t. II, 23). Analogamente 
FA è perpendicolare alla retta b" condotta da A pa- 
railelamenie alla retta È; dunque P^ essendo perpendi- 
colare alle rette b" e e" è perpendicolare al piano ji. 
Che poi qtiesta retta PA sia 1' unica perpendicolare al 
piano jr fra le rette passanti per P, ciò risulta osser- 
vando che ogni altra retta PA', essendo A' un punto 
di 71 non è perpendicolare alla retta A A' e per ciò 
neppure al piano n (t. I). 

■ Cor. — Per un punto passano infinìu terne di rette 
a due a due perpendicolari. 

Invero in un piano n qualsiasi passante pel dato 
punto P si possono condurre infinite coppie di rette 
perpendicolari (e. IV, t. Ili, 23). La perpendicolare a in P 
al piano forma con quelle coppie infinite terne di rette 
a due a due perpendicolari. 

Variando il piano passante per P si ottengono altre 
terne analoghe. 

^0. Def. I. — Sezione piana di un angolo diedro 
chiamasi 1' angolo i cui lati sono i raggi d'intersezione 
di un piano colle facce del diedro. Se i lati delta sezione 
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piana sono perpendicolari allo spigolo, la sezione piana 
dicesi sezione tiormaie. 

Teor. I. — Le se:(ìoni -normali di un angolo diedro 
sono eguali. 

Infatti i lati di due sezioni normali situati sn una 
stessa faccia del diedro sono perpendicolari allo spi- 
golo del diedro (d. I), dunque sono paralleli, e per ciò 
le sezioni normali sono eguali (t. II, 23 e o. 27), 

Toor. II. — Se due diedri som eguali, sotto eguali 
anche le loro sezioni normali. 

Siano a^, a' fi' i diedri dati eguali, di assi C P, 
C'P' (fig. 107). Nella loro corrispoii- p- 

denza di eguaglianza, alle rette FA, PB /\ >,a 

di « e /? incontrantlsi in un punto P / /a' 
dell'asse e perpendicolari all'asse stesso, ^ __ ^, 

corrispondono nell'altro diedro le rette P\'^l 

P'A', P'B' incontranti si m un puntoP' ^'\^' 

dell'asse P'C, situato in a' e ^' e 
perpendicolari a C'P' ; dunque le se- 
zioni normali APB, A'P'B' dei due 
diedri e quindi anche tutte le altre (t, J) sono eguali. 

Teor. III. — Due diedri che hanno se:^ioni normali 
eguali sono eguali. 

Siano arb, a' r' h' i due diedri ; ah, a'b' le loro 
sezioni normali eguali di vertici P e P' (fig. loS). Si 
stabilisca la corripondenza di eguaglianza fra le coppie 
ab s a'b' e le due rette r ed r' a partire da P e P' 
in un dato verso. Si conduca per un punto qualunque X 
della coppia ab un raggio x parallelo ad r, ed a questo 
raggio facciasi corrispondere il raggio parallelo condotto 
da X' ad r', dello stesso verso o di verso opposto di r\ 
secondo che x è dello stesso verso o di verso opposto 
di r. Cosi si faccia per un altro punto analogo Y. 
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Ad un punto Xi del primo diedro corrisponde un- 
punto X^ del secondo tale che X Xi -^^ X' X^ . Dica 
che la corrispondenza cosi stabilita fra le figure retri- 
linee determinate dalle due coppie di piani r a, rb; 
r'a', r' b' è una corrispondenza di eguaglianza. Osser- 
viamo dapprima che tirando da P e F' le parallele e e d 
a X y, X' F', essendo gli angoli ree r'c' retti (t. I, 39), 
anche gli angoli X^XY. X{X'Y' sono retti. Dati 
dunque due punti X^ Y•^ del primo diedro, costrL5Ìamo 
i punti X,Y in {ab); quindi i punti corrispondenti 
X', Y' in {a' è'), e poi i punti X^ e F/ nel modo in- 
dicato. Vogliamo provare che X-^ Fj ^ X/ F/. Con- 
dotte per Fi e Y{ le parallele a X F, X' Y' fino al- 




l' incontro con le rette X-^ X X' X-[ in Z e Z' si ha ' 

ZY^-^XY =X' Y' = Z' F,' 

ZX^ = Z'X-l e t^Y^ = X{rY{ 

dunque i due triangoli X^ZY^ e X{ Z' Y{ sono eguali. 
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€ per ciò XiYi ^ -^l'^i'- ^'^ ' diedri dati sono figure 
corrispondenti nelle figure rettilinee dcterminnte dalle 
loro facce ; dunque essi sono eguali. 

Cor. I. — Due fasci di piani sono eguali. 

Perchè le loro sezioni normali sono fasci di rette 
«guali (t. Ili, 20) e ad angoli eguali di questi corrispon- 
dono diedri eguali dei fasci dì piani, e quindi a due 
punti qualunque dell' uno si possono far corrispondere 
univocamente due punti dell' altro, aventi la medesima 
distanza, e perciò i due fasci sono eguali. 

Coi". II. — Lo spazio è eguale intorno alle sue 
fette. 

Perchè la corrlsponden^^a di eguaglianza fi-a due 
fasci di piani dà anche quella dello spazio intorno ai 
loro assi. 

Teor. IV. — Il fascio di piani è un sistema lineare 
omogeneo. 

Il fascio di rette determinato da una sezione nor- 
male è un sistema lineare omogeneo, vale a dire a par- 
tire da una retta qualunque in uno o nell' altro verso 
■si può considerare un solo angolo eguale ad un angolo 
dato, ed ogni angolo è eguale al suo inverso; quindi da 
un piano qualunque del fascio di piani si può considerare 
un solo diedro eguale ad ogni altro diedro dato in uno 
« nell' altro verso, ed ogni diedro è eguale al suo in- 
verso, 

Oss. I. — Per r oss. II, 7 si possono estendere 
senz' altro i concetti di somma, di maggiore e di minore 
^gli angoli diedri. 

Cor. — Se un primo diedro è maggiore (minore) di 
un secondo diedro, la se:^ione normale del primo è mag- 
giore (minore) della se:(ione normale del secondo. E reci- 
procamente. 
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Poiché se in primo luogo ii primo diedro ab e è 
maggiore del secondo a'b'c', esso sarà la somma di due- 
diedri mio dei quali sarà eguale al secondo; ed in tal 
caso, fatta corrispondere ad ogni diedro la sua sezione 
normale, la sezione normale del primo sarà somma di 
due angoli di cui uno è la sezione normale del secondo- 
diedro e per conseguenza sarà maggiore di questa se- 
zione. 

In secondo luogo se la sezione normale del primo 
diedro è niaggiore della sezione normale del secondo, 
il primo diedro non può esser minore del secondo per 
la prima parte di questa dimostrazione : né può esser 
eguale al secondo pel teorema II; sarà adunque ne- 
cessariamente maggiore del secondo. 

Os8. II. ~ Le proprietà dei diedri adiacenti, le 
proprietà dei diedri opposti all'asse sono quelle stesse 
degli angoli adiacenti e degli angoli opposri al vertice. 
In virtù dei teor. II e III le proprietà dei diedri di un 
fascio di piani si possono dedurre direttamente da quelle 
degli angoli dì una sezione normale del fascio. Ad es. 
un diedro può esser diviso in un solo modo in due 
parri eguali. 

Def. II. — La metà di un diedro piatto dicesi retlo. 

Def. III. — Due piani dicousi perpendicolari se 
formano fra loro un diedro retro. 

Def. IV. — Piano bìsseitore ài un diedro intendcsi' 
un piano che divide il diedro in due diedri eguali. 

Teor. V. — Se una retta r è perpendicolare ad itn- 
piano 31, ogni piano passante per la retta r è perpendi- 
colare al piano n. 

Sia AB l'intersezione di un piano qualunque n' 
passante per r col piano n; dico che n' è perpendicolare 
a 71 (fig. 109). Infatti se /^C ì; la perpendicolare alla -^iJ. 
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in n, il diedro tiu' lia per se;;ioiie normale 1' angolo 
retto CAD (t, I, 40), epperò è retto. Sarà dunque il 
piano .-i' perpendicolare al piano =1. 

Cor. — P^r un punto deìl'interse:^ione di dui piani 
si pub condurre un solo piano perpendicolare a ciascuno 
di essi. 

Siano a e /} \ due piani dati che si incontrano nella 
retta ^5 (fig. no). Osserviamo dapprima che ogni 
piano che passa per un punto P di JB ed è perpen- 
dicolare ad « e /? deve essere perpendicolare alla retta 
AB in P; dnn(.]Lie è unico. 




Il piano delle rette PC, PD perpendicolari alla 
retta JB e situate in a e ,3 è perpendicolare alla retta 
^B e quindi anche ai piani a e ^ {t. V). 

Pi'obl. — Costruire un diedro eguale ad un diedro 
dato, essendo dato io spigolo e una faccia del diedro. 

Sia a Io spigolo, n un semipiano, faccia del diedro 
che si vLiol costruire, e a la sezione normale del diedro 
■dato. Per un punto P di a sì conduca un piano per- 
pendicolare ad a che intersecherà n in un raggio h. Si 
conduca in esso piano e per P un raggio e, che formi 
con h l'angolo a. II semipiano ac h l'altra faccia del 
diedro richiesto (t. I e III) (fig, ni). 

II prohlema ammette due soluzioni essendovi un 
altro raggio e' in ti che forma con b l'angolo a. 
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Teor. TI. — Ogni piano ^ perpeiidicoìare ad un 
altro piano n' conitene le perpendicolai-i condolU dai suoi 
punii al piano ti', 

II diedro (jijt') è retto (fig. 112), e per ciò la. sua 
sezione normale [rr') passante per un punto O à\ n h 
un angolo retto, i cui lati r t r' sono situati rispetti- 
vamente nei piani jt e ti' e sono perpendicolari all'asse 
a eie! diedro. La retta r è perpendicolare alle rette a 
e r' del piano n\ dunque è perpendicolare a questo 
piano. Ma pel punto O passa una sola perpendicolare 
al piano jt' (t. II, 39), dunque la perpendicolare r con- 
dotta da un punto qualunque del piano n al piano n' 
giace nel piano jr. 



J 
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Cor. — Due piani perpendicolari ad un ter^o pia- 
no n, e che hanno un punto comune A^ s' intersecano in 
una reità perpendicolare al piano n. 

Infatti la perpendicolare condotta per A al piano jt 
è situata nei primi due. 

Teor. VII. — Per ogni retta s non perpendicolare 
ad un piano ti si può condarre un solo piano perpendico- 
lare al piano ti. 

Infatti la retta 5 e la perpendicolace r al piano n 
passante per un punto O di j determinano un piano ti' 
'fig. 113)- Questo è l'unico piano passante per la 
■etra s e perpen.licolare al piano -t, pcrocchò so per 
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i passasse un secondo piano perpendicolare a ji la i sa- 
rebbe perpendicolare a n, contro l'ipotesi. 

Cor. — Le rei le. perpendicolari c<.ndolU dai punii di 
una retta ad un piano giacciono iìi un altro piano perpen- 
dicolare al primo piano (t. VI). 



Rette e piani paralleli 

41. Teor, I. — Due rette parallele ad ma ter:(a 
sono parallele fra loro. 

Se a è parallela alla e, e b è parallela alla e, dico 
che a è parallela alla b. 

Il teorema è staio già dimostrato nel caso che 
a, b, e appartengano al medesimo piano (e. HI, t. IV 23)." 

Se a, b., e non sono nel medesimo piano, per mi 
punto P di i si facciano passare i due piani Pii, Pc, e 
si indichi con s la retta intersezione di questi due piani: 
basterà dimostrare che s h parallela alla retta a (6g, 114). 





Infatti se la s incontrasse la a in un punto, questo sa- 
rebbe comune ai piani P« e Pc e al piano ac, epperò 
questo punto dovendo essere situato sulle rette di in- 
tersezione di questi tre piani a due a due, apparterrebbe 
alla retta e, contro 1" ipotesi che sia a parallela alla e. 
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La retta s poi, come parallela alla a deve coincidere con 
ha b, perchè nel plano Fa e pel punto P passa, come si 
sa, una sola parallela ad una retta a. 

Teor. II. — Le parallde alle relte di un fascio, 
condotte per uno stesso punto costituiscono un fascio. 

Infatti la figura data dai raggi ab e, del fascio Pf, 
uscenti da P e la figura data dai raggi a'è'c'.,. paralleli 
ai primi e passanti pel dato punto P' {fig. 115), sono 
figure opposte rispetto al pnnto medio di PP', e come 
tali sono eguali fra loro. E come i raggi uscenti da P 
formano un fascio, così nella fignra eguale ad esso, i 
raggi uscenti dal punto corrispondente di P' formeranno 
un altro fascio. 

Cor. — Se due rette a, b passanti per uv punto P di 
un piano sono parallele a due rette a' b' di un altro piano, 
ogni altra retta del piano, determinato dalle due prime, é 
parallela a una retta del secondo piano. 

Basta osservare che a' e b' devono incontrarsi in 
un punto P', perchè se fossero parallele, tali dovreb- 
bero essere anche a,b (t. I); e quindi ad ogni retta 
del fascio di centro P nel primo piano corrisponde una 
retta parallela del fascio di centro P' ne! secondo. 

4'-ì. Def. I. — Una retia r dicesi parallela ad un pia- 
no Il se essa non giace in n., ed è parallela ad una 

Oss. I. — Dal teor. I, n. 41 e dalla def. precedente 
segue che rispetto alla posizione che una retta ed un 
piano possono avere relativamente Tuna all'altro nello 
spazio, o la retta giace nel piano, o la retta ha un solo 
punto in comune col piano, o è parallela al piano. 

Teor. I. — Le rette parallele ad una retta, che è 
parallela ad un piano, sono pure parallele al piano, se non 
giacciono in esso. 
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lofatti se r è una parallela al piano n, essa è pa- 
rallela ad una retta s di nj e ss r' è una retta qual- 
siasi parallela alla r fuori di n, r' è (t. I, 41) parallela 
anche alla J, e quindi al piano n. 

Cor. — Se due rette sono parallele, un piano che 
ne inconiri una incontra anche V olir a. 

Def. II. — Due piani distinti diconsi paralleli se 
due rette del primo passanti per un punto sono paral- 
lele a due rette del secondo piano (fig. 115)- 

Teor. II. — Le rette di un piano sono parallele ad 
un piano ad esso parallelo. 

Infatti siano a e b due rette di un piano ji pas- 
santi per P e parallele a due rette a' e b' del piano ji', 
incontrantisi iii P' (fig. 115); ogni retta j di ti è paral- 
lela ad una retta e passante per P, s e b parallela ad 
una retta e' del piano n' passante per P' (e. t. II, 41) ; 
dunque s è parellela a e' e quindi al piano .-i'. 




Oss. II- — Se due piani sono paralleli, essi non 
hanno alcun punto io comune; perchè se si incontras- 
sero ad es. in P, avrebbero io comune una retta ed una 
altra retta di uno dei due piani che Incontrasse questa 
retta incontrerebbe l'altro piano, il che è assurdo (t. II). 

Toor. HI. — Per una retta parallela ad un piano 
passa un piano ad esso parallelo. 
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Inflitti sia r' la parallela al piano ti e quindi paral- 
lela ad una retta f di ji (Gg. ii6), e da un punto P di r' 
si tiri la parallela s' ad una retta s di n che incontra 
la retta r; le due rette r', s' determinano un piano jt.' 
che è parallelo a ji. 

Teor. IV. — Due piatii paralleli ad un terz^o piatio 
sono paralleli fra loro. 

Infatti se n' è parallelo a .t, due rette non paral- 
lele a', b' di n' sono parallele a due rette a, b di n; 
e se n" è parallelo a n vi sono in n" due rette a" h'' 
parallele alle rette a, b. Ma rette parallele ad una me- 
desima sono parallele fra loro; dunque le rette a' e b' 
sono parallele alle rette a" e b", epperò n' ò parallelo 
a ji". 

Teor. V. — - Le inlerse^^ioni di due piani paralleli 
£on un ter^o piano sono parallele. 

Sia n il piano che interseca i due piani paralleli n' 
e -II" e siano s, s' le due rette di intersezione (tìg. 1 17); 
dico che queste due rette sono parallele. Se queste due 



^ 



i 


ITT 
P' 


Q' 


Al 




e 



rette non fossero parallele, siccome giacciono in un me- 
desimo piano, esse dovrebbero incontrarsi in un punto O, 
che sarebbe punto comune ai tre piani, e quindi anche 
ai piani ?t' e Jt", il che non è (oss. II). 
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Cor. I. — Due parallele intersecano due piani pa- 
ralleli fra loro e non paralleli ai esse, in quattro punii, 
che sono vertici di un parallelogramma. 

Le parallele r, s intersecliino rispettivamente ì piani 
paralleli n' n" nei punti PP', QQ' (fig. 1 18). Il piano n 
determinato dalle rette r ed 5 incontrerà n' e ji" se- 
condo due parallele; epperó il quadrangolo PQP'Q' è 
un parallelogramma. 

Cor. II. — / segmenti di due parallele, che inter- 
secano una retta e un piano paralleli, sono eguali. 

Si conduca da un punto P' della retta P'Q' parallela 
al piano n" la parallela ad un' altra retta di n" die non 
sia parallela alla PQ, e si sarà ricondotti al coroll. pre- 
cedente. 

Teor, VI. — Per un punto si pub condurre uno ed 
un solo piano parallelo a due rette non parallele. 

Siano r ed s le rene non parallele, e P il punto 
dato (fig. 119). Un piano passante per P e parallelo alle 
rette r ed s deve contenere le parallele ad f e ad s uscenti 
da P; ma due rette uscenti da un punto P determinano 
un unico piano; dunque ecc. 

Cor. I. — - Per un punto si può condurre uno ed 
uno solo piano parallelo ad un piano dato. 

Cor. II. — Per una rètta si può condurre uno ed 
uu solo piano parallelo ad un altra retta che non incon- 
tri la prima. 

Questo è il caso del teor. precedente, ove P è si- 
tuato in una delle rette date. 

Def. III. — i) Fascio di piani paralleli dicesi i 
sistema dei piani paralleli ad un piano dato. 

2) Una parte di questo fascio limitata da due pian 
dicesi ;fOM«y e i due piani si chiamano facce dell; 
zona. 
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4!ì.- Teoi". I. — Due- piani distinti dello spurio e 
non paralleli si incontrano in una retta. 

Siano n e n' ì due piani ; le rette del primo piano 
uscenti da un punto P incontrano ciascuna in un solo 
punto il secondo piano (fig. 120). Ora la retta che unisce 
due di questi punti d'incontro A e B, giace in entrambi 
i piani, i quali per ciò hanno in comune la retta JB. 
Essi poi non possono avere in comune oltre la AB 
alcun punto, perchè coinciderebbero, contro la ipotesi 
fatta, che siano distinti. 



Cor. — Date due rette sghembe, per un punto che 
non giace in alcuna di esse passa una sola retta che 
le incontra tutte due, ne incontra una ed è parallela al- 
l' altra. 

La retta è l'intersezione dei due piani che uniscono 
il punto con le rette date. 

Teor. II. — Tre piani, i quali a due a due si in- 
contrano hanno in comune un solo punto, se la retta di 
intersezione di due di essi non é parallela, non appartiene, 
al fer:jo. 

Infatti due dei tre piani si incontrano in una sola 
'etra, e questa incontra il terzo piano in un sol punto, 
ìe non giace in esso o non è parallela ad esso. 
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Metodo degli elementi all' influito 

■H Hs. In coniinuazione del n. 41 si può procedere nr! modo 
seguente per definire le ri,tte e 1 punì pinlleli e ptr dimostrime 
le proprietà 

Osi. I, — Le retiL is un ùscio si ottengono conRiungendo 
il suo centro P coi ponti di uni retta 1 quiluaque del piino del 
fiscio tranne h parallela 1 t-ondotti da P ad r Per evitare que- 
sta distinzione fra le rette del fascio rispetto alla direttrice r in- 
troducnmo uà nuovo punto colla seguente locutione 

Dich. — La locuzione Congiungere un punto P col pillilo 
ili mjiiiilo Ula retti j significi condurre da P k piralleh 1 
\d T 

O-t. II. — Con questo moia ii dire due rette pariliele si 
incontrino in un punto ali infinito, ma si badi bene che ciò non 
significi che uj t^le punto esista effettivamente come gli altri 

Siano a e b due rette parallele, e C un punto fuori di esse , 
la paralleli i. condotta da C ad a è ancne parallela a fi, e con la 
locuzione introdotti possiamo dire che congiungendo il punto al- 
1 influito di a e lì punto all'infinito di una retta b qualunque pa 
rillela ad 1 con C si ottiene li stessa retti Possiamo dunque 
dire che le rette a e 6 hmno lo sli.sso punto ili infinito, e che 
mi pimlo ali mjiìiilo e un punto C deiii minano una sola retta 

Ora, h sene dei punti ali'inhmto delle rette di un piano t è 
data dalle rettu d un liscio P dei piano 1, perjie id ogni retta r 
di T t parallela una retta del fascio P (fig 115) Ora, ^ongiun 
gendo 1 p inii ali infinito di ai coq un punto P , si ottengono le 
rette di un fascio di centro P e quindi un pnao t il quale ha 
i-osi h siessa sene di punti ili'mfìnitn dd piano it Tile siste-na 
di punii ili' nlìmto e determmito di due quiiunque 1u suoi pumi. 
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pe he ques no t o npno| luniue P Jete o 

u i e o d ce t o P e qu d 1 ose \ p ^H nfin 

Def I — Il tnii de pu t li ì to del p no eh n 
ri II Ha 

Oss \U ~ Ve U e % al I i ■i l^o o d qu ]ue le 

tna r Ita ali t fi o è deler n ala da lue q alunq s de s o 

P 

Uui relli a!l file ip lofio i itele luto 
pia IO 

Oss IV — Se un t dcHo spi o I pi Ilei e n 
dotta da O li r e e i delh 11 (O ì D nq e 1 s 

ste a de pun i\\ nfin o dello spa e de ern n-ito da quell 
delle ette d na steli ] ed e t le d e uaa rett^ jve te 
due punt comun con esso v g ace n e a te pe ci e è li 
reti jll nfinto d un pano delh steli O-i) e tale le due 
delle sue rette q il nque s t om ano se pre u p n o e oe 

el pu to ali nfin to lelh retta d itersei one de due p an dell 
steli O T he 1 o le due rene U e me ette ali nfn to 

Def II — Ilssen de ^ nt II fimo dell) iizas 
ci a 1 pa o ali fi lo dello sp z o 

Oss V — Il piano ali nfin t dello sp o s Id f dn q e 
alla prò p OS z one 

JJi piano ali nfin lo è di n da e q ai q U 

punti noi it tal m l uà retti 

Oss VI — In segu to Ile cose dette pe p efl'e t e 
per q eli alt nSnito valgono le seguent propos z n 

Pe die p ni passa tin sola ella 

Per Ire piit guai q e noi s t t ina a pa i 

Og e h I l e ^ Pa i 1 

pa 

Queste pr pos z on n v rt delle lo uz on nt odotte 1 ^nn > 
per gì elemem lU nfin to un s on fi ato ie er to Per punto 
retta e p ano nteaderemo sempre quell effe i v qua do s p 
tessero tendere anche quell ili nfin to lo d remo espressam nte 

Il teor I de! n j6 può essere enunc «o cosi 

Vita r IH ed p a o s t cantra o i i p t se la retta 
no appari e al p ano perchè il caso n cu !a etta è parallela 
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ad una retta dal piano, rientra con la locuzione stabilita in qnello 
in cui la retta incontra il piano in un punto. 

42 bis. Det. I. — Un piano ed una retta che non appartiene 
al piano diconsi paralleli se il punto all'infinito della retta ap- 
partiene alla retta all'infinito del piano. 

Teor. I, — Le rette parallele ad una retta, parallela ad tm 
piano, giacciono ael piano, o sono parallele al piano. 

Infatti il loro punto comune all' ififinito ■ è situato sulla retta 
alP infinito del piano. 

Cor, — Se due rette sono parallele, un piano che ni iuconlri 
una, incontra anche l'altra. 

Invero se il piano fosse parallelo alla seconda dovrebbe 
es.sere parallelo anche alla prima, perchè avrebbe con questa lo 
stesso punto all'infinito, il che è contrario al dato. 

Def. n. — Due piani diconsi paralleli se hanno la stessa 
retta all'infinito (d. I, 37). 

l'eor, II, — Due piani distinti dello i 

Siano OT e jt" i due piani; dico che si 
(fig. 120J. Infatti sappiarao che le rette del primo piano ìi 
ciascuna in un sol punto il secondo piano ; ora la retta che 
unisce due di questi punti d'incontro A e B giace in entrambi i 
due piani, sicché i due piani hanno in comune la retta AB. 
Essi poi non possono aver altro punto in comune all'infuori della 
retta AB, perchè altrimenti non sarebbero distinti. 

Oss. I. — La retta d'intersezione di due piani può esser 

una retta all'infinito, ed in tal caso 1 due piani non si incontrano 

alcuna retta effettiva. Può darsi ancora che uno dei due piani 

a all'infinito, e il teorema è una conseguenza delle locuzioni 

trodone. 

Cor, — Date due rette sghembe, per un punto che non giace 
nessuna di esse passa una sola retta che le incontra latte e due. 
La retta nchiena è U retta d intersezione dei piani Pi; Ps 
determinati dal punto P e alle rette i, s date. 



Teor. III. — Tre piani k m^onlrano in un punto, se l'Inter 
sezione d due ti a esn non appai itene al ier^p. 

Infatti due pnm si incontrano in una sola retta; questa i: 
contra il terzo piano m un sol punto, se non giace in esso pian^ 
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Oss. 11. — Qiiesto 


pani 


to può esser anche lui punto all'in- 


fini 


to, quando cioi rimerà 




ine di due dei tre piani è parallela 


ad 
tre 


uaa retta del ter^o, o 
rette paralleh fra loro. 


ance 


ira quando i tre piani contengono 




Oss. 111. - Qjiesti 


teoi 


remi provano che nelle proposi - 


zio 


ni che si basano sulle in 


terse 


;ziom di due rette, di due o tre piani, 


di 


una retta e un piaao, t 


1011 




gli 


elementi effettivi e gli 


ebi 


aienti all' influito. 




Teor.lY. -Tir um 


relld 


parallèla ad un piano passa un piano 



parallelo a questo piano. 

Infatti sia f la retta parallela al piano .t (fig. ri6). 11 punto 
all'infinito di r' È situato sulla retta all'infinito del piano ^, dunque 
questa retta e la r' determinano un piano n' che è parallelo al 

Teoi". Y. — Due piani paralleli ad mi ter^p pii"iO sono paral- 
leli fra loro. 

Perche essi hanno b stessa retti ali infinito 

Te»r. 1. — Le tuiersei^iom ai dui pian pariììth ■>« un 
ler^p piano non paialhlo ad essi sono paialUle 

Sn 71 il piano che interseca i due piani paralleh m , ot , e 
stano j* )* le due rette d' intersezione, dico che queste due rette 
sono parallele (fig ii^j Infatti queste rette dovranno pisaire per 
il punto comune ai tre pimi, aoe per lì punto in cui t lagha li 
ietta ali infinito comune a -t e t ossia esse passerinno per lo 
stesso punto ili infinito, e quindi stnnno ] nrallele 

Cor. I. — Due parallele intersectiio due punì paralhh fa 
ìoio e non paralleh ad esòe tn quattro putti he tono veihu ài un 
paralhlogiamma. 

Le parallele r s intersechino i piani paralleh ^' n nei punti 
nei punti PP. 2 2' rispettivamente (fig. ii8). Le rette r, s es- 
sendo parallele determinano un piano 71, il quale incontra J^ 7Ì' 
secondo due rette parallele PQ e PQ\ il quadrangolo PQ F Q' 
è dunque un parallelogramma. 

Cor. 11. — I segmenti di due parallele che intersecano una retta 
ed un pia'iB paralleli, sono eguali. 

Perchè per la retta si può condurre un piano parallelo al 
piano dato; e con ciò si È ricondotti al caso del cor, I. 

Teor. VII, — Ter un punto si può condurre uno ed un solo 
piano parallela a due rette non para'Iele. 
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; P il punto dato ffig. 119}. Un pian» 



passante per P e parallelo alle rette r e s deve 


contenere i punti 


all'infinito di r e s, dunque esso è il piano, e 


solo piano che- 


passa per P e pei punti alTìnlinito di r e y. 




Cor. 1, — Par un punto si può condurre un 


ti e un solo pianù 


parallelo ad un piatto dato. 




Coi'. 11. — Po- una retta si può condurre u 


IO ed un sol piano 


parallelo ad nn' altra retta che non incontra la pri 


ma. 


(ìiesto È il caso del teorema precedente, 


n cui P è situato 


in una (ielle rette date. 





44. Teor. I. — Una retta perpendicolare ad un piano' 
è perpendicolare a tulli i piani paralleli al dato. Le per- 
pendicolari ad un piano sono parallele; e le parallele ad 
una perpendicolare ad un piano sono perpendicolari a que- 
sto piano. 

a) Siano p la retta perpendicolare al piano n, e n' 
un pianp ad esso parallelo (fig. 121). Per la perpendi- 
colare ^ al piano n si faccia passare un piano che ta- 
gli 71 Q Ti' in dne rette a e a\ che sono parallele, es- 
sendo Ji,' parallelo a n ; gli angoli ap e n'p sono dnn- 
que retti. 



/ 




/> 


,' 


1" 










A' 


»■ 


r 

















h) Ss p s p' sono perpendicolari a n, il quadrangolo 
JA' BB' e un rettangolo, e quindi p e p' sono parallele. 
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e) Se /) ' è parallela ape incontra ti e ;i' nei punti 
B e B\ la figura AB A'B' 6 un parallelogramma che 
ha i due angoli in ^ e in A' retti; dunque AB A'B' 
è un rettangolo, e quindi p' è perpendicolare ad A'B' . 
Scelta un altra perpendicolare p^ a tt, il piano p'^j^ de- 
termina un nuovo rettangolo A^A'^BB' e quindi p' è 
perpendicolare ad A^'B epperó anche al piano n (t, I, 39). 

Cor. — Tutti i piani perpendicolari ad una retta 
sono paralleli} e tutti i piani paralleli ad un piano per- 
pendicolare ad una retta sono perpendicolari alla retta. 

a;) Se li e n' sono perpendicolari alla p, la retta p 
è pure perpendicolare at piano parallelo a n passante 
per A\ ma per nn punto non passa che un solo piano 
perpendicolare ad una retta, dunque il piano n' è pa- 
rallelo a jt. 

b) La retta p, essendo perpendicolare a ji, è per- 
pendicolare ad ogni piano jt' parallelo a n, dunque ogni 
piano parallelo a ^ è perpendicolare alla retta p. 

Teoi". II. — / diedri formati da piani paralleli 
sono eguali. 

L'asse di uno dei diedri è parallelo al piani del- 
l' altro e quindi anche all' asse di esso. Un piano per- 
pendicolare ad un asse è dunque perpendicolare anche 
all'altro {t. I) e le sezioni normali dei due diedri hanno 
i lati paralleli dunque sono eguali, e quindi anche i diedri 
corrispondenti (t. IH, 40). 

Toor. III. — Tutti i piani paralleli ad un piano 
perpendicolare ad un altro plano sono perpendicolari a que- 
sto piano. 

Sia a tm piano perpendicolare ad un altro piano 
ji, e ji' un piano parallelo a n ffig. 121); dico che a 
è perpendicolare a n'. Infarti il piano a contiene la 
perpendicolare p condotta da un suo punto A al piano ji 
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(t. VI, 40) la quiiie è pure perpendicolare al piano j 
(t, I), dunque i! piano « h perpendicolare al piano ; 

(t. V, 40). 



Parti dello spazio rispetto ad u» suo iiiano 

45. Def. I. — Per parti di una stella di ceiiiro 5 
rispetto ad un suo piano 71 (fig. 122) s'intendono quelle 
determinate dagli angoli retti formati dai raggi g e ^' 
della perpendicolare r in 5 al piano tt, limitati in S colle 
rette a, b, del piano ji passante per S. 

Teor. I. — Ogni piano di una stella di raggi la 
divide in- due parli eguali. 



/ ^ 


J 


A 


3 "■ 



Siano S il centro della stella (fig. 122), ji un piano 
di essa, p la perpendicolare a questo piano in S che 
<:ontiene i due raggi q q' z partire da S; dico che le 
parti della stella determinate in essa dal piano n sono 
eguali. Infatti le due parti della stella determinate dal 
piano 71 sono appunto quelle determinate dai semipiani 
^Q, bg,.... ag', bg',.... passante per q. g' e limitati alle 
rette a, b,.... del piano jt. Esse sono figure opposte ri- 
spetto al punto 5, epperò sono eguali (t. Ili, 18). 
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Cor. I. — Una parie della siella deierminata da un 
suo piano pub esser generata congiungendo il suo centro 
coi punti di un piano parallelo al piano dato. 

Infatti ogni raggio SA che cougiunge un punto 
del piano n' parallelo a! piano dato n col centro S forma 
col raggio normale g un angolo minore di un retto. 
La parte opposta è formata dai raggi opposti. 

Oss. — Un piano parallelo ad un altro piano giace 
dunque dalla stessa parte di questo piano; lo stesso dicasi 
anche di ogni retta parallela al piano. 

Def. II. — Parti di spazio rispetto ad un piane si 
intendono le parti determinate da quelle di una stella 
qnalunqne che abbia il centro sul piano. 

Cor. II. — Le parli dello spa:(io rispetto ad uno o- 
a due piani sono eguali. 

La dimostrazione è analoga a quella del teor. I, 22. 

Teoi". II. — // segmento di due punti situati da parti 
opposte rispello ad un piano, incontra il piano in un punlO' 
interno al segmento. E reciprocamente. 

Dimostrazione analoga a qnella del teor. Il, 32. 



Distanze ed angoli 

46. I)ef. I. ^ 1) Segmento normale o distani^a di 
un punto P da un piano ti intendesi il segmento deter- 
minato dal punto P e dal punto d'incontro (piede) col 
piano della perpendicolare passante per P al piano, 

2) Segmento obliquo condotto dal punto P al piano n, 
intendesi ogni altro segmento che ha per estremi il 
punto P e un punto qualunque del piano che non sia 
ii piede della perpendicolare. 
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3) Il segmento compreso fra il piano del segmento 
normale e il punto d'incontro col piano di un segmento 
obliquo dicesi proie:(ione oriogonale o proie:{ione del seg- 
mento obliquo sul piano. 

Teor. I. — Il segmento normale condono da un punto 
ad un piano é viinore di ogni segmento obliquo condotto 
dallo stesso punto al piano; i segmenti obliqui aventi prò- 
ie:(ioni eguali sul piano sono eguali; e dei segmenti obli- 
qui che hanno diseguali proÌe:{ioni, quello é maggiore che 
ha proiezione maggiore. 

a) Sia FA un segniento normale al piede ti, PB un 
segmento obliquo (fig. 123) dico che è PJ < PB. 
Infatti l'angolo PAB è retto, e nel piano PAB, il 
segmento normale P A h minore dell' obliquo PB 

(t. 1, 25). 

b) Sia ora PD un segmento obliquo avente proie- 
zione eguale a quella di PB cioè AD ^ AB; dico es- 
sere PD = PB. Infatti 1 due angoli PAB PAD sono 
retti e quindi eguali, opperò essendo B, D punti corri- 
spondenti e P corrispondendo a se stesso, nella loro 
corrispondenza di eguaglianza, si ha: PB 1^ PD. 

e) Sia infine PC un segmento obliquo avente proie- 
zione AC maggiore della proiezione AB de! segmento 
PB-, dico essere PC>PB. Presa sul segmento AC 
una parte AD ^ AB, e congiunto D, con F si avrà 
anzitutto PD^PB. jMa essendo D interno ad AC e 
FA perpendicolare ad AC si avrà PCy PD (t. HI, 25), 
epperà PCy PB. 

Coi". — Tutti i punti di un piano equidistanti da 
un punto fuori di esso sono situati in una circonferenza 
che ha per centro il piede della perpendicolare condotta dal 
punto (il piano. 
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Infatrì ì triangoli PAB, PAD sono rettangoli in A, 
hmino il cateto PA comune e le ipotenuse eguali, dun- 
sotio eguali, eppeiò : AB ss AD. 

Teor. II. — / punti di una retta pareUda ad un 
piano sono equidiUanti dal piano. 




1 parallela al piano ji e dai punti j^, B... 
di j- si conducano le perpendicohri al piano (fìg. 124); 
queste perpendicolari saranno parallele (t. I, 44) e quindi 
AA' e BB' sono eguali. 

Cor. — Le distante dei punii di un piano da un 
altro piano ad esso parallelo sono eguali. 

Siano nn' due piani paralleli, e siano AB due punti 
di n,AA',BB' le distanze loro da n' (fig. 12;); la 
retta AB è parallela al piano n' : con ciò siamo ricon- 
dotti al teorema precedente. 

Def. II. — i) La distanza di un punto qualunque 
della retta parallela ad un piano da questo piano dicesi 
distanza della retta dal piano. 

2) E la distanza di im punto qualunque di un piano 
da un altro ad esso parallelo dicesi distan:(^a dei due 
piani. 

Teov. III. — Esiste un solo segmento normale a due 
rette sghembe cogli estremi sulle due rette: questo segmento 
é il minimo fra i segmenti che uniscono un punto qua- 
lunque dell'una con un punto qualunque dell' altra. 
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Siano r ed s le due rette non poste in uno stesso 
piano; si vuol dimostrare che esiste nn solo segmento 
normale ad esse e cogli estremi in f e 5 (fig. 126). In- 
fatti si considerino Ì due piani g e a l'uno passante per 
la r e parallelo alla t, l' altro passante per la j e paral- 
lelo alla r. Il piano nonnaie condotto per r a! piano a 
e quindi anche al piano q, incontra o in uoa retta r' 
parallela ad r e non parallela a s. Sia B il punto d'in- 
contro di r' con s. La perpendicolare condotta per B 
al piano a, e quindi anche a g giace nel piano rr' ed 
è perpendicolare ad r in uu ponto A. Il segmento AB 
è il segmento normale richiesto. Nessun altro seg- 
mento cogli estremi in r ed in s può esser normale 
alle due rette, perchè un tale segmento deve appartenere 
ai piani rr', ss' perpendicolari ai piani geo. 





Resta a dimostrarsi che il segmento AB è il mi- 
nimo fra i segmenti che uniscono due altri punti di 
r e s. 

Sia A'B' uno di questi segmenti ; esso è obliquo 
rispetto ad una a tutte e due le rette r ed ,f, e quindi 
non può essere perpendicolare ai piani q e a. Condotto 
per A il segmento AB" parallelo e quindi eguale ad 
A'B', esso è obliquo rispetto al piano u, dunque 
AB < JB", e quindi AB < A'B' 



yGoosle 



Def. IH. — La distanza data dal segmento nor- 
male minimo di due rette sghembe sì chiama disianza 
delle due rette. 

Teor. TV. — Dì tulli gli angoli the un raggio obliquo 
fa con i raggi di un piano passafili pel suo es Iremo, è mi- 
nore quello formato dal raggio colla pTOÌe:(iom sul piano. 

Sia PA il raggio dato e AB la sua proiezione sul 
piano ji; sia inoltre AX un raggio qualunque distinto 
da AB in n, dico che è PAB < P'AC (dg. 127). Preso 
A C ^ AB, e congiunti C e P, i due triangoli APB, 
APC hanno due lati AP e AB rispettivameute eguali 
a due lati AP e AC s il terzo disuguale, e propria- 
mente PB <i_ PC per essere PB il segmento normale 
al piano ii; 53r;\ dunque "fAB < fAC (t. ]V, 26). 

Def. IT. — i) Angolo normale od anche angolo 
di un raggio o di una retta con un piano dicesi l'angolo 
che il raggio o la retta fa con la sua proiezione sul 
piano. 





2) Per angoli obliqui s'intendono quelli che il rag- 
gio la retta fa con ogni altro raggio o altra retta del 
piano passante pel suo punto d' intersezione. 

3) L'angolo formato dalla proiezione del raggio o 
della retta sul piano col raggio o colla retta del piano 
dicesi froie^ione dell'angolo obliquo sul piano. 

5 
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Teov. y. — Date due rem sghembe, se dui punii 
di una qualunque di esse si conducono le parallele all'al- 
tra, esse formano colla prima angoli eguali. 

Siano rt e i le due rette Cfìg- 128). Se da un punto 
qualunque P di 11 si conduce la parallela h' 3. h, & da 
UH punto qualunque P' di b si conduce la parallela a' 
ad (7, gli angoli {a'h), (a'b) sono eguali (t. II, 23). 

Se i/ è la parallela condotta da un altro punto P' 
a b\ si ha pure (ab^') ^ {ab). 11 teorema è dunque di- 
mostrato. 

I)ef. V. — Per anooio di due rette sghembe inten- 
desi 1' angolo che ciascuna di esse fa con una pìvallela 
condotta da un suo punto all' altra retta. 



§ 7- 
Augoloiili 

47. Def. I. — Tre o più raggi abc... uscenti da 
un punto P considerati in un certo ordine e tali che 
tre consecutivi qualunque di essi non sieno situati in 
un me^ìesimo piano, determinano una figura che si chia- 
ina angoloide. Il punto P dicesi vertice, i raggi a, b, e. 
diconsi spigoli, gli angoli ab, bc... facce, ed i diedri delle 
facce consecutive si chiamano diedri dell'angoloide. Su- 
perficie dell'angoloide dicesì l'insieme delle sue facce. 

Def. II- — i) Secondo che i raggi dell'angoloide 
sono 3, 4, 5... esso si chiama angobide triedro, tetraedro, 
pentaedro... L'angoloide triedro si suo! dire più sempli- 
cemente triedro. I diedri di un triedro si dinoteranno 
coi simboli abc, ach, bac; oppure coi simboli cba, bea, 
cab; e il triedro stesso coi simbolo nbc o [abc) o con 
simboli analojihi. 
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2) Se due {acce di liii triedro sono eguali, Ìl trie- 
dro chiamasi triedro isoedro, e la teraa faccia, base del 
triedro. 

Se le tre facce sono uguali, il triedro si chiama trie- 
dro regolare. E se un diedro del triedro è retto, esso 
chiamasi triedro rettangolo. 

Oss. I. — Per la stella si possono enunciare le 
seguenti proposizioni : 

// fascio di raggi di retle è un sistema lineare omo- 
geneo (oss. I, 21). 

Un angolo é divisibile in due parti eguali (r. 21). 

P(l centro di un fascio passano delle rette non appar- 
knenti al fascio slesso (post. Ili e VII). 

Due fasci aventi due raggi due rette in comune 
coincidono (e. II, r. II, 19). 

In un fascio esiste un angolo eguale ad ogni angolo 
dato (t. Ili, 20). 

Queste proposizioni corrispondono ai post, della 
retta ; 

La retta i un sistema lineare omogeneo (post. II), 

Un segmento e divisibile in due parti eguali (post. ^ II). 

Esistono punti fuori della retta (post. III). 

Esiste una sola retta che contiene due punti dati 
(post. III). 

in ogni retta esiste un segmento eguale ad un seg- 
mento qualunque dato (post. IV). 

Così alla proposizione la quale dice che un diedro 
nb è eguale al diedro inverso èi7, corrisponde nel piano 
il postulato V suir eguaglianza delle coppie, e quindi 
<ìegli angoli ab e b a. 

Anzi, queste proposizioni si ottengono da quei 
postulati, quando: al punto, alla retta, al segmento di due 
punti. TiWangolo di due rette del piano si facciano cor- 
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rispondere rispettivamente: /n rena, il fascio di raggio 
il piano, l'angolo ó\ due rette, il lìieilro della stella. 

In generale per la siella sussistono dunque tiitie quelle 
proprietà che si sono dedotte mi piano dai soli postulali 
sopramen^ionati, scambiandovi nel modo indicato i rìomi 
àe^li elementi del piano con quelli della stella. 

Ad esempio : 

Come nel triangolo i prolungamenti dei lati costilui- 
scoilo le tre rette del triangolo; cosi mi triedro i prolun- 
gamenti delle facce costituiscono i tre piani del triedro. 

Come ogni vertice del triangolo è opposto al lato degli 
altri due; così nel triedro ogni spigolo é opposto dia 
faccia degli altri due. 

Come ogni lato del triangolo è adiacente a due an- 
goli ; cosi nel triedro ogni faccia è adiacente a due diedri^ 

Inoltre : 

Alla ietta perpendicolare condotta ad una retta, ai 
segmenti normali ed obliqui di un punto rispetto ad una. 
rettcL, a due rette perpendicolari del piano, corrispondono' 
nella siella f ispettivamente il piano normale condotto da. 
un taggio da una retta ad un piano della stella, gir 
angoli normale ed obliqui di un raggio o di wia retta', 
rispetto ad un piano, due piani perpendicolari, ecc. 

Una diferen^a sostanziale vi è perà fra la Geometria, 
della stella e quella del piano, e cioè : mentre nel piana- 
vi sono rette che non si incontrano effettivamente, cioè le- 
rette parallele, nella stella per converso due piani si in- 
contrano sempre in una retta effettiva, passante pel centro- 
delia stella stessa : sicché nella Geometria della stella non 
sussistono le proposizioni corrispondenti a quelle delle rette 
parallele nella Geometria del piano. 

Per la stella, come sarà dimostrato, valgono ancora 
i post. Vili e IX. 
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Oss. II. — Per la stella valgono però anclie quelle 
proprierA le cui dimostrazioni si appoggiano soltanto a 
■proposizioni comuni del piano e della stella, anche se 
■queste proposizioni furono dimostrate pel piano col ri- 
coreo delle parallele. 

Oss. III. — Se invece della retta si considera ii 
raggio come elemento della stella, sussiste ancora la 
corrispondenza suddetta fra la stella ed U piano ; solo 
■elle due raggi della stella non determinano un fascio 
quando sono opposti, ossia quando sono situati sulla 
stessa retta. 

Diamo ora qualche esempio per mostrare in qual 
modo si possano dedurre dei teoremi della stella da 
■quelli de! piano. *) 

Teor. I. — Iti ogni triedro ciascuna faccia è minore 
delia somma delie allre due, e maggiore della loro dif- 
ferenza. 

Esso corrisponde al teorema : n In ogni triangolo 
ciascLUi lato b minore della somma degli altri due, e 
maggiore della loro differenza, » 

Seguendo nel modo sopra indicato la dimostrazione 
■di questo teorema (n. 35) diremo: 

Nel triedro ab e dico che è ad es. he < cci -+- ab. 
Infatti si conduca da a il piano ad perpendicolare al 
piano b e. Se il raggio d è compreso nell' angolo b e, 



*) Sarà bene che l'insegnante faccia fare agli alunni, come 
, le dimosiraziooi dei teor. II ecc. seguendo l'esempio 
■del teor, I. Ciò non presenta alcuna difficolti, ma ha il vantaggio 
<he i giovani si impadroniscono meglio del principio ài corri- 
spondenza ciie sussisie fra il piano e la stella. 
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(fìg. 12911) si ha (t. IV, 44) b d <^ h a, de <i ca, 
quindi : bc <. ca -^ ab. 

Se d coinciJe con e o con b, pei- esempio coii e 
(fig. I.19, /') si ha he <C ab e perciò : 

bc <C ca -t- ab 
Se d cade nel prolungamento di bc (fig. 129, e) si Im 
bd <^ba bc <C ^à quindi bc ■< ha^ e perciò anche 
bc < ab -[- ca 
Quanro alla seconda parte del teorema sia ac una 
faccia. Se fosse ac < ab — bc sarebbe pure 
ac -i- bc ^ ab 

il che non è, come si è visto. 

Cor. — !^a somma degli angoli di mi raggio internet 
ad un triedro coi due spigoli di ima faccia è minore delia 
somma delle altre due facce. 



La dimostra-^ione si lia nel modo sopraindicato da 
quella del cor. dei teor, li, 25. 

Teor. II. — Gli angoli obliqui di una retta con 
un piano che hanno eguali proiezioni sono eguali ; e in- 
versamente. E di due angoli obliqui è maggiore quello che 
ha maggiore proiezione ; e inversamente. 
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Corrisponde al teor. Ili, 25 ; i segmenti obliqui di 
un punto ad una retta, che hanno eguali proiezioni sono 
eguali, e inversamente. E di due segmenti obliqui è 
maggiore quello che ha maggiore proiezione, e inver- 
samente. 

Teor. III. — ■ Due trieiiri che hanno due facce e 
l'angolo da esse compreso eguali sono eguali. 

Corrisponde al teor. I, 27: a Due triangoli aventi 
due lati e l'angolo compreso eguali sono eguali «. 

Teor. IV. — U piano che unisce la bissetlrice della 
base di un triedro isoedro con lo spigolo opposto è perpen- 
dicolare alla base e bisseca il diedro di questo spigolo. 

Corrisponde al teor. 24: La mediana di un trian- 
golo isoscele che passa pel vertice opposto alla base è 
perpendicolare alla base ed è la bissettrice dell' angolo 
al vertice. 

Teor. V. — Due- triedri aventi una faccia e i diedri 
adiacenli eguali., sono eguali. 

Corrisponde al r, II, 27: Due triangoli aventi un 
lato e due angoli adiacenti a questo lato eguali, sono 
eguali. La dimostrazione di questo teor. si estende an- 
che al caso in cui Ì triedri non hanno lo stesso vertice. 

Teor. VI. — In ogni triedro, al diedro maggiore 
sia opposta la faccia maggiore; e inversamente. 

Corrisponde al teor. Ili, 27 : In ogni triangoio al- 
l' angolo maggiore sta opposto il lato nuggiore, e in- 
versamente. 

Teor. VII. — In due triedri aventi due facce 
eguali, la ter^a faccia è maggiore in quello nel quale le 
sta opposto il diedro maggiore. 

Corrisponde al teor. IV, 27 : In due triangoli aventi 
due lati eguali, il terzo lato è maggiore in quello nel 
quale gli sta opposto 1' angolo maggiore. 
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Teor. TQl. — Due triedri aventi le tre facce ri- 
spetlivamenU eguali sono eguali. 

Corrisponde al teor, V, 27 ; Due triiiiigoli aventi 
i tre lati eguali sono eguaU. 

Cor. — Due triedri cogli spigoli paralleli dello 
stesso verso di verso opposto sono eguali (t. II, 23). 

Def. ITI. — Un triedro avente un diedro retto 
di ce si rettangolo. 

Teor. IX. — Due triedri rettangoli sono eguali se 
le due facce che comprendono l' angolo retto, oppure una 
di queste facce e quella opposta al diedro retto sono ri^ 
speltivamenie eguali. 

Corrisponde al teor. Vili, 27 : Dne triangoli rettan- 
goli sono eguali se 1 due cateti, oppure un cateto e la 
ipotenusa, sono eguali. 

Oss. IV. — Alla parte esterna od interna del trian- 
golo corrisponde la parte esterna od interna del triedro. 

Teor. X. — Ai raggi interni ài un triedro sono 
opposti quelli interni del triedro opposto. 

Sia abc il triedro, a^h^c^ il triedro opposto (fìg. 130). 
Dato un raggio e intenio ad abc, il rag- 
gio Cj opposto di f è interno ad ùib^c^. 
Infatti i due triedri abc, a^b^c^ sono eguali 
(e. t. IH, 18) e quindi al raggio d della fac- 
cia bc in cui il piano ae incontra bc corri- 
sponde il raggio opposto d^ delia faccia 
bjCi. Ed agli angoli ae, ed corrispondono 
gli angoli l'ifj, «1^1 e perciò, essendo e 
interno di ad, e, è interno all'angolo a^dy 
e quindi anche al triedro a^h^c^. ^'g- n» 

48. Def. — Triedro supplementare di un dato triedro F 
(ABC) si dice il triedro determinato dalle perpendicolari 
VA' VB' ve condotte da ^ rispettivamente alle facce 
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1 parte degli spigoli op- 
; snpphmenicti-e del suo 



VBC, VAC, VAB edallasie 
posti a queste facce, 

Teor. I. — Ogni Iriedrc 
iuppìememare. 

Sia V (A'B'C) il triedro supplementare del triedro 
dato F(ABC) (fig. 131); ie rette FA' FB' essendo 
perpendicolari alle facce FBC, FAC saranno entrambe 
perpendicolari alla FC; sicché TC è perpendicolare alla 
faccia FA'B'. 

Oltre a ciò l'angolo CFC è acuto, essendo FC, 
ve situate dalla stessa parte del piano VAB, e quindi 
essendo il piano FB'A' perpendicolare a FC, FC',sari 
dalla stessa parte di FC rispetto al piano FB'A'. Per- 
tanto il triedro V(ABC) è supplementare di FiA'B'C). 

Teoi". I[. — Le facce di un triedro sono supple- 
mentari delle sezioni normali del diedri del iricdro sup- 
plementare. 

Siano (fig. 132) FA", FB" le rette d'incontro del 
piano perpendicolare allo spigolo FC con le facce FA C, 
FBC; l'angolo A" FB" è la sezione normale del die- 
dro dì spigolo FC. 





Siano ora FA', VB' le perpendicolari alle due facce 
del diedro che ha per spigolo VC, appartenenti al trie- 
dro supplementare del triedro F(ABC), le quali sono 
-situate nel piano A' FB" e rispettivamente perpendico- 
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lari a VB", VA"; vogliamo dimostrare che AFB e- 
A' y^ sono siipplemeiitari. 

Se l'angolo A"VB" è ottuso, esso contiene l'an- 
golo A' VB' e dalle relazioni 

B" VB' -^ B'VA'= -, B' VA' -^A'VA'=- 
2 2 

si trae sommando membro a membro: 

Se invece À"VB" è acuto, esso è contenuto nel* 
r angolo A' VE' ed in tal caso dimostrasi in modo ana- 
logo che A' 'VB', A" V B" sono supplementari. Se l'an- 
golo A"VB" è retto, anche l'angolo A'VB' h rettOj 
supplementare cioè ad A"VB". 

Teoi'. Ili- — D»s triedri che hanno i diedri egualif 
sono eguali. 

Siano /i/g/g. i^iVa 'e facce e i diedri (o le sezioni 
normali) del primo triedro; ^j 72/3'' '^l'^s'^s' '^ facce e 
i diedri del secondo triedro. I due triedri snpplementariiv 
avranno rispettivamente per diedri e facce, il primo 

« -/i, »"/!■'• - h : « - ''..»- *!• "-h 

e il secondo 

:i — /,' n — 14, n — f^ \ n — ò{ , n — ò^, n — è^ . 
Se dunque 

i due triedri supplementari saranno eguali per avere le 
facce ordinatamente eguali, cosicché 

»-/.-»-/;, »-/,=«-/,■, .-.-/,=«-/,■. 

Ma in tal caso è chiaro che ! due triedri dati 
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avranno le facce rispettiviimeme cguiili, opperò siir:uino 
eguali (r. Vili, 45). 

Teor. IV. — In ogni uiedro la somma delle Ire 
facce è minore di qitatiro reni. 

Sia FA' il raggio opposto a FA (fig. 133). Ne! 
triedro F{BCA') si ha; 

BVtKBfA' -^.CfA' 
agginngenJo AVB -i- AV C si avrà: 
AVB -H ^Vt-i- ACV < Ivi + BVA' + AVC-v- CvjI' 
e quindi : 

J'i'B + B'^'Ù + ICP' <Z:i 

Teor. V. — In ogni triedro la somma dei dricdri è 
maggiore di. due e minore dì sei retti. 

Sia il triedro dato quello di facce fif^fz e di die- 
dri .^i^E'^ai Ps' suo supplementare la somma delle facce 
è minore di quattro retti, cioè : 

donde 

Che la somma dei diedri sia minore di sei retti ciò 
riesce ovvio se si considera che ognuno dei suoi diedri 
è minore di n. 

49. Def. — Un angoloide diedro dicesi convesso 
quando Ìl piano di ciascnna faccia lascia da una stessa 
banda tutto l'angoloide stesso. 

Oss, — L' angoloide convesso corrisponde al po- 
ligono convesso del piano {oss. I, II, III, 47). 

Si ha quindi una parte interna ed una parte esterna 
dell' angoloide convesso, come pel poligono convesso. 
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Teor. J. — ìli ogni angoloide poliedro ciascuna fac- 
cia é minore della somma delle altre. 

La dim. è analoga a quella del teoreJia: In ogni 
poligono ciascun lato i minore della somma dogli altri 
(t. I, 28). 




Teor. II. — 7'/ ogni angohide i 
delle facce è minore di quattro retti. 

Sia F(ABCD) l'angoloide e sia FX la retta in- 
tersezione liei piani JFB, CVD contigui alla faccia 
BVC (fig. 134). Nel triedro V{BCX) la faccia S'^t 
è minore della somma delle altre due, epperò la somma 
delle facce dell' angoloide tetraedro V (AB CD) è mi- 
nore delia somma delle facce del triedro V [AXD], k 
quale è minore di quattro retti. Neil' istesao modo si 
proverebbe che la somma delle facce di un angoloide 
pentaedro è minore di quella delle facce di un ango- 
loide tetraedro, li cosi via. 



§ 8. 
Poliedri 

51. Def. I. — Tetraedro dicesi la figura costiiuita 
da quattro punti AB CD non situati nello stesso piano, 
dai segniciiti e dai triangoli che li congiungono a due 
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a due e a tre a tre. (iìg. 135). I quattro puliti AliCD 
si dicono i vertici; \ sei segmenti AB, AC, AD, BC, 
BD, CD gli spigoli ed i quattro triangoli AB C, ABD, 
A CD, BCD le facce del tetraedro. 




Ogni vertice dicesi opposto alla faccia degli altri tre; 
ogni spigolo dicesi opposto a quello clic congiiinge i ver- 
tici rimanenti. 

11 tetraedro di vertici A, E, C, D si dinota con 
JBCD. 

Def. II. — i) La figura costituita dalle facce dei 
tetraedro si chiama superficie del tetraedro. 

2) Piirle interna dei tetraedro è la porzione di spazio 
limitata da un triedro di esso e dalla faccia opposta al 
verdce di questo triedro tranne la superficie; piirfà esterna 
dicesi la rimanente, esclusa la superfìcie. 

Figura inlerna (od esterna) ad un tetraedro inteu- 
3esi quella che ha dei punti interni {od estemi) al te- 
:etradro, senza avere dei punti esterni (od interni). 

51. Def. I. — Poliedro semplice o poliedro è la 
ignra formala da n poligoni situati in piani diversi in 
nodo che ciascun lato sia comune a due di essi, e un 
piano non possa tagliarlo in due o più poligoni non 
venti alcun punto comune. 

I poligoni si dicono facce del poliedro. La figura 
annata dalle sue facce chiamasi superfìcie. 
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2; Poliedro convesso diccsi quello, per ogni spigolo 
del quale non passano più di due facce, e Ì cui vertici- 
sO!io situiiti da una sressn parte rispetto a ciascuna sua 
faccia. Ad es. il tetraedro è un poliedro convesso. 

Def. II. — Parie intenta del poliedro convesso di- 
cesi la parte comune a tinti gli angoloidi di esso, lìml- 
lata dalle sue facce. 

Det III. — Un poliedro di cinque, sei, otto, do- 
dici, venti facce si cliiama pentaedro, esaedro, ottaedro, 
dodecaedro, icosaedro. 

Def. IV. — Poliedro regolare dicesi quello in cui 
tutte le facce sono poligoni regolari eguali e tutti gli 
angoloidi sono fra loro eguali. 

52. Def. I. ~ Piramide dicesi il poliedro deter- 
minato da tui poligono piano e da un punto preso 
fuori del piano di questo poligono. 

Il poligono dicesi base, il punto fuori del plano 
della base, veriice della piramide ; il segmento normale 
dal vertice al piano della base, alk^i^a della piramide. 
Le rette che uniscono il vertice della piramide coi vertici 
della, base sì dicono spigoli laterali, ì triangoli da questi 
determinati coi lati della base, si chiamano facce Interali 
e !' insieme di queste dicesi superfìcie laterale della pi- 
ramide. 

Oss. — Il tetraedro è una piramide di cui ciascuna 
faccia si può considerare come base, e Ìl vertice op- 
posto come vertice della piramide. 

Def. II. — i) Secondo che Ìl poligono base della 
piramide è convesso, concavo o intrecciato, la piramide 
dicesi convessa, concava o intrecciata, 

2) Piramide regolare dicesi la piramide che ha per 
base un poligono regolare e per altezza la congiungente 
il vertice col centro del poligono. 
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Teoi". I. — Si; una piramide è regolare, il vertice 
della piramide é equidistante dai verlici del poligono baie 
■ed equidistante dai lati di esso poligono. 

Sia F il vertice, ABCDE la base della piiamlde 
regolare (lìg. 136). Siccome ABCDE ò tin poligono 
regolare si ha AB == BC ^ ... ^ E A. Il centro O 
•del poligono base è equidistante dai vertici del poli- 
gono base ABCDE, e la FO h l'altezza della pira- 
mide. Da ciò consegne che tutti i trian- 
goli AOF, nOF, COF..., sono eguali 
e quindi VJ ~ V B... 

Siano LMN ì piedi delle perpendi- 
colari condotte da sui lati del poligono 
base ; 1 punti L, M, N sono i punti medi 
' di AB, BC, CD, ecc. Ma i triangoli 
AVB, B ve ecc. sono isosceli ed eguali, 
Fig. ijs dunque VL, FA/, FiV sono perpendico- 
lari ai lati AB, BC ecc. del poligono base e sono eguali 
fra loro. 

I)ef. Ili- — Apolema di una piramide regolare 
chiamasi la distanza del vertice della piramide da uno 
dei lati del poligono base. 

I)ef. IV. — Tronco di piramide a basi parallele 
dicesi il poliedro, che si ottiene tagliando la piramide 
con un piano parallelo alla base (fig, 136). 

I due poligoni situati nei due piani paralleli diconsi 
e basi del tromo, e la distanza di esse basi alle^;{a del 
'ronco. La superficie laterale della piramide limitata dalle 
lue basi chiamasi superficie laterale del tronco di pi- 
■amide. 

Def. T. — Prisma dicesi il poliedro determinato 
la un poligono e dagli estremi dei segmenti condotti 
lai vertici eguali e paralleli ad una medesima retta si- 
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mata fuori e dalla stessa parte del plano di esso poli- 
gono (fìg. r37J. Il poligono dato ed il poligono deter- 
minato dagli estremi dei segmenti eguali e paralleli 
condotti dai vertici di esso diconsi basi; ì segmenti 
stessi spigoli; h distanza delle due basi, alle^:{a del 
prisma; \ parallelogrammi determinati dagli spigoli 
chiamansi facce iattmli del prisma. 
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Def. VI. — Prisma rello dicesi il prisma in cut 
gli spigoli sono perpendicolari al piano della base; 
prisma obliquo dicesi ogni altro prisma. 

Def. "VII. — i) Il prisma dicesi convesso, concavo 
o inirecclato. secondo che il poligono base è convesso, 
concavo o intrecciato. 

2) Prisma regolare diccsì il prisma retto cbe ha per 
base un poligono regolare. 

Def. Ylll. — Paralhlopipedo dicesi il prisma cbe 
ha per base un parallelogramma (fìg, 138). 

Due facce non aventi vertici comuni si dicono 
opposte, e gli spigoli, i diedri, i vertici, 1 triedri deter~ 
minati da facce opposte si dicono opposti. 

Le quattro rette che uniscono Ì vertici opposti st 
chiamano diagonali, I piani che uniscono gli spigoli 
opposti si dicono plani diagonali. 
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Teor. IT, — In un paralldopipedo le facce opposte 
sono parallelogrammi eguali e paralleli; le diagonali si 
dime:(^^atw scambievolmente in un medesimo punto; i die- 
dri e i triedri opposti sono eguali. 

Siano AB CD, A'B'C'D' le basi del parallelepi- 
pedo (fig, 138). La base AB CD è un parallelogramma 
ed essendo AA\ BB' eguali e paralleli dalla stessa 
parte del plano ABCD, A'B' è eguale e parallelo ad AB. 
Per la stessa ragione CD' è eguale e parallelo a CD; 
dunque A'B' e CD' e cosi A'D\ B' C sono eguali 
e paralleli; ciò equivale a dire che anche A'B' CD' è 
un parallelogramma. 

Sia ora O il punto medio di BD'. Essendo le rette 
AB e CD' parallele fra loro, esse sono opposte rispetto 
ad O (post VI), e quindi sono opposti rispetto ad O 
anche i punti A e C. Analogamente si dimostra che ^', C 
e B', D sono opposti rispetto ad O, e quindi le diago- 
nali AC e BD', A'C e B'D si dimezzano in O. I 
lati opposti, i diedri, ed Ì triedri opposti del paralldo- 
pipedo sono figure opposte rispetto al punto O; dun- 
que sono eguali. 

Def. IX. — Parallelopipedo retto dicesi quello i cui 
spigoli sono perpendicolari alla base ; e parallelopipedo 
rettangolo, quello che è retto ed ha per base un ret- 
tangolo. 

Cor. — Nel parallelopipedo retto le coppie di dia- 
gonali che terminano a due vertici opposti di una faccia 
sono eguali. 

La figura A A' C C in questo caso è un ret- 
tangolo ; ed in esso sappiamo che le diagonali sono 
eguali. 

Def. X. -^ Romboedro dicesi 11 parallelopipedo avente 
per facce sci rombi eguali. 
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Cubo diccsi il parallelopipeJo che Ka per facce sei 
quadrati. 

53. Teor. I. — La corrisponden:(a di eguagUanT^a 
fra due figure solide eguali é determinata da due triedri 
corrispondenti. 

Siano abc^ a' h' e' due triedri eguali di vertici V 
e V corrispondenti in due figui^e solide eguali (fig. 139). 
Per dimostrare che dato un punto D della prima figura 
si può costruire li corrispondente D\ basta condurre 
per D un piano che incontri i tre spigoli del triedro 
ab e nei punti ABC. Siano A'B'C i punti corrispon- 
denti nel triedro a' b' e' si avrà: ABC ^ A'B'C. 

Nell'eguaglianza dei due triangoli ABC, A'B'C 
il punto D' corrispondente a D corrisponde a D nei 
due triedri, e quindi anche nelle due figure date. 

Cor. I. — La corrispondenza di egaaglian:{a fra dm 
figure solide eguali è determinala da due tetraedri corri- 
spondenti. 

Cor. II. — Due tetraedri che hanno un triedro 
eguale e gli spigoli che Io comprendono rispetlivamente eguali 
sono eguali. 

Perchè i due triedri eguali determinano una corri- 
spondenza di eguaglianza nello spazio e 1 due tetraedri 
sono figure corrispondenti nelle figure rettilinee eguali 
determinate dai due triedri. 

Cor. III. — Due tetraedri che hanno gli spìgoli ri- 
spettivamente eguali sono eguali. 

Si dimostra che si ricade nel caso precedente ricor- 
rendo ai teor, V, 26 e Vili, 47. 

Teor. II. — Due piramidi sono eguali se hanno 
l'angoloide al vertice eguale, compreso da facce ordinata- 
mente eguali. 
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Siano VV i vertici, JBCD J'B'C'D' le basi 
■delle due piramidi (fig. 140) e l'angolode F" e le facce 
AVE, BVC, CVD, DVA che lo comprendono siano 
rispettivamente eguali all' angoloide V ed alle facce 
A'V'B-, B'V'C, C'V'D', D'V'A' che lo compren- 
dono. 




I due triedri V.ABC, F'. ^'5' C avendo due facce 
eguali e il diedro compreso eguale sono eguali. Questa 
eguaglianza è sufficiente a stabilire fra le due piramidi 
date una corrispondenza di eguaglianza; perocclii 
pirati ABC del primo triedro corrispondono i punti 
A'B'C del secondo e quindi al punto D il punto D' 
e a due punti X Y della prima piramide corrispondono 
cosi due punti X' Y' tali che XY = X'Y' (t. I), 
dunque le due piramidi sono eguali. 

Teor. HI. — Due prismi sono eguali se hanno un 
iiicàro eguale compreso da facce eguali. 

Dimostrazione come pel teorema precedente. 
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Cono e ciliiidi'o 

54. Oss. I. — Secondo le osservazioni I, II, III 
del n. 47, ai punti di una circonferenza corrispondono 
in una stella di centro V le rette di un sistemii lineare 
che formano lo stesso angolo con una retta a^ passante 
per V (fig. 141). E poiché per angolo di 
due rette intendiamo il minore, cosi le 
rette del sistema formano un angolo acuto 
a. E si deve escludere 11 caso in cm a è 
retto, perchè in tal caso le rette del sistema 
essendo perpendicolari alla retta a sono 
situate nel piano perpendicolare passante 
per V alla retta a. "" "*' 

Def. I. — i) H sistema di rette che formano an- 
goli eguali con una retta a si chiama superficie conica 
circolare reità a due falde, superfìcie conica a due fulJe 
completa. 

Le rette del sistema si dicono generatrici, V \ì 
vertice, a l'asse, e l'angolo a l'angolo conico. 

2) Se te generatrici sono limitate al vertice, la su- 
perficie conica si chiama ai una falda. 

Oss. II. — Per r osservazione I. le generatrici, 
l'asse, l'angolo conico della superficie conica corrispon- 
dono ai punti, al centro, al raggio della circonferen:^a. 

Def. II. — Cono indefinito dicesi la parte di spaziO' 
determinata da tutti gli angoli conici della superficie- 
conica. 

Il cono dicesi anche parìe -interna, della superficie- 
conica, esclusa la superficie, e la parte di spazio rima- 
nente, esclusa la superficie, dicesi esterna. 



y Google 



— 53 — 

Teor. T. — Un piano perpendicolare all'asse lagUa 
il cono in un cerchio avente il centro iuU'asse. 

Sia a l'asse del cono; VA, VA'..,, le sue gene- 
ratrici e jt uà piano perpendicolare all'asse (fig. 142) ; 
dico che il piano n interseca il cono in un cerchio 
avente ÌI centro sull'asse. Infatti sia O il punto d'in- 
tersezione del piano n coli' asse a, e siano A e A' 1 
punti d'intersezione di ji con due generatrici qualunque 
del cono VA, VA'; i triangoli V A O, VA'O sono 
eguali, perchè sono rettangoli in O, hanno un cateto 
comune V O, e gli angoli AVO, A' V O eguali. Dun- 
que AO ^ A'O vale a dire A' è sulla circonferenza 
di raggio A. 



Def. III. — La circonferenza nel ca^o del teor. Il 
si dice direltrìce del cono. 

D«f. IV. — Dicesi comunemente cono anche la 
parte del cono compresa tra il vertice e una sua diret- 
trice che chiamasi in tal caso base del cono. La super- 
ficie conica compresa fra il vertice e la base dicesì anche 
superficie laterale del cono. 

In questo cono chiamasi alle:(^a il segmento del- 
l' asse, limitato al vertice ed al centro, della direttrice; 
apoteina il segmento di ogni generatrice, limitato al ver- 
tice ed alla direttrice. 
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Tcor. II. — Un piano passante peJ vertice di uno 
superficie conica, o fia in comune con essa due generatrici, 
una sola generatrice, o non ha altro punto comune con 
essa, secondo che l'angoìo di esso con l'asse i minore, eguale, 
maggiore dell' angolo conico. E reciprocamente. 

Sia V il vertice ji Ìl piano della base del cono, Vr 
il piano passante pel vertice (fig. 142); sappiamo che 
la retta r ha in comune due, uno o nessun punto coi 
circolo base, secondo che la retta r ha distanza da O 
minore, eguale o maggiore del raggio (t. II, 31). Sic- 
come nella stella di centro V e piano direttore n, alla 
retta r, alla distanza di O dalla retta r, e al raggio della 
direttrice corrispondono rispettivamente il piano Vr, 
r angolo che il piano Vr fa con Tasse, e l'angolo co- 
nico, ed ai punti d' incontro della retta r col cerchio 
di centro O corrispondono le rette del piano Vr comuni 
con la superficie conica ; cosi Ìl teorema, come anche il 
reciproco di esso, risulta di per sé manifesto. 

Cor. I. — Un piano passante pel vertice di un cono 
e che ha una retta interna al cono, incontra il cono in due 
rette. 

Coi". II. — Una retia incontra la superficie conica 
in due, in uno in nessun pimio. 

Basta considerare il piano che congiunge la retta col 
vertice. I punti d'intersezione die la retta ha in comune 
con le generatrici del cono situate in questo piano, 
appartengono alla supei^ficie conica ; e inVersamente 

Dei". Y. — Piano Secante di una superficie conica 
dicesì quello che ha in comune con essa due genera- 
trici distinte ; piano tangente quello che ha in comune 
con essa una sola generatrice. 

Cor. III. — Ptr un punto di una superficie conica 
(che non sia il vertice) si pub condurre un solo piano lan- 
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genie; e per ogni altro punto esterno si possono condurre 
due piani tangenti alla superficie conica. 

La congiungente il vertice col punto dato incon- 
tra il piano della direttrice in un punto, che nel primo 
caso è situato stilla direttrice. Ma per un punto di una 
circonferenza si può condurre una sola tangente; e per 
ogni punto esterno nel piano della circonferenza si pos- 
sono condurre due di cotali rette, ed a queste rette cor- 
rispondono nella stella avente per centro il vertice, piani 
tangenti al cono. 

Cor. lY. — // piano tangente secondo una genera- 
trice del cono è perpendicolare al piano, che unisce la ge- 
neratrice coir asse. 

Teor. III. — Un piano che non passa pel vertice 
di un cono pub essere parallelo a due, a una, o a nessuna 
generatrice del cono. 

Sia 71 il piano dato, n' il piano ad esso parallelo 
passante pel vertice V del cono. Ogni generatrice del 
cono parallela sn k situata in ti' (t. I, d, I, 42); ma 
il piano 7i' incontra il cono in due, una, o nessuna ge- 
neratrice (t. II] ; dunque ecc. 

Def. TI. — Ogni sezione piana della superfìcie 
conica che è un sistema lineare di punti (intuitivamente 
una linea, oss. emp. I, 5) dicesi conica. In particolare è 
una conica la circonferenza base del cono; e I" insieme 
di due rette generatrici del cono. Se il piano n dì se- 
zione non passa pel vertice del cono, né è perpendico- 
lare air asse di esso, la conica dicesi ellisse, parabola, 
iperbole secondo che il piano u non è parallelo ad al- 
cuna generatrice, oppure è parallelo ad una, o a due 
generatrici del cono (fig. 143, ab e). 

Def. ni. — Tronco dì superficie conica di cono 
a basi parallele iutendesi la superficie conica o di cono 
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■ piiaii pei'peniiicolarl all'asse, che tagliano 

. falda. 




La distanza dei due piani dìcesi alle:^^a del tronco ; 
la porzione di generarli ce, limitata a questi piani, apo- 
tema: i due circoli sezione, le hasi dei tronco. 

55. Def. I. — Superficie cilindrica circolare retta, 
o superficie cilindrica, dicesi un sistema di rette {gene- 
ratrici^ parallele che passano pei punti di una circon- 
ferenza (^direttrice) e sono perpendicolari al piano di essa 

(%- I44)' 

Ref. TI. — Cilindro solido indefinito o semplice- 
mente cilindro indefinito iniendesi la figura dei punti di 
una superficie cilindrica e dei punti interni di essa, dati 
dalle rette parallele all'asse che passano pei punti interni 
al cerchio direttore, *) 

Per asse della superficie cilindrica s'intende la paral- 
lela alle generatrici, passante pel centro della direttrice. 
Chiamasi cilindro anche la parte di cilindro indefinito 
compresa fra dne piani perpendicolari all'asse. 

Alte;(ia del cilindro dicesi in tal caso la distanza 
dei due piani (fig. 145).. 

Teor. I. — Un piano parallelo alle generatrici di 
tina super/ìcie cilindrica ha due, una nessuna genera- 



*) Facendo uso degli dementi all'inlìui 
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trùe m comune con la sa^erfuk medesima, secondo che 
la sua distan:^a dall'asse è minore, eguale o maggiore del 
raggio della eh conferenza direttrice. E recipr-.camenle. 



L^M 



L 



Infatti il piano parallelo ad una generatrice della 
superficie cilindrica taglia il piano del circolo base se- 
condo una retta r (fig. 144): e secondo che questa 
retta r ha distanza dal centro del circolo base, maggiore, 
eguale, o minore del raggio, detto piano ha dall' asse 
distanzia maggiore, eguale o minore del raggio (t. II, 46). 
E reciprocamente, 

Def. IH. — Piano tangente ad una superficie cilin- 
drica dicesi il piano che ha in comune con essa una 
sola generatrice ; pf'flHO secante quella che ne ha in co- 
mune due. 

Cor. — Per un punto di una superficie cilindrica 
si pub condurre un solo piano tangente ; e per un punto 
esterno ad una superfìcie cilindrica si poisono condurre 
due piani tangenti. 

Dimostrazione analoga a quella del cono (e. Ili, 
t. II, 54)- 

Teor. II. — Un piano perpendicolare all' asse in- 
contra il cilindro in un circolo eguale alla base. 

Sia O' il ponto d'intersezione del piano n' paral- 
lelo al piano della base n coH'asse (fig. 144), e si con- 
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Sideri il piano JBO che taglia la siipcrtìdc cilindnca 
secondo le due generatrici A A', BB'. Dalla figura si ha i 

AO = A'0\ BO = B'O' 
ma AO = BO, dunque 

J'O' e:s B'O'. 
Variando il plano ABO intorno all'asse, 1 punti A' e 
B' descrivono una circonferenza di centro O', appar- 
tenente al piano ji ed al cilindro, 

Def. IV. — Nel cilindro limitato da due piani per- 
pendicolari all' asse, la superficie cilindrica limitata da: 
questi due piani dicesi superficie laterale de! cilindro. 



S f e 1- il 

56. Def. I. — Nella stella dì centro il sistema 
di pumi X equidistanti da O di uno stesso segmento 
dicesi superfìcie sferica (fig. 146). Il punto dicesi 
centro; il segmento OX, raggio della superficie iferiau 




Corda è il segmento che unisce due punti delia super- 
ficie sferica. Diametro è una corda che passa pel centro. 
— Gli estremi del diametro chiamansi punii opposti od 
antipudi della sfera. 
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I)ef. II. — Sfera solida a semplicemente sfera si 
intende la figura determinata da tutti i raggi della su- 
perficie sferica. — La sfera, esclusa la superficie, dicesi 
parie interna deìla superficie sferica, la parte di spazio 
rimanente, esclusa la superfìcie, dicesi eslerna. 

Oss. — Un piano passante per il centro della 
sfera, incontra la superficie sferica in punti costituenti 
un circolo di raggio eguale a quello della sfera, 

Bef. III. — Piano diametrale dicesi il piano che 
passa pel centro della sfera. E cìrcolo mOisimo dicesi it 
circolo d'intersezione della sfera con un piaao diametrale. 

Teor. I. — Un piano diametrale divide la sfera in 
due parti eguali. 

Infatti le due parti della sfera di cenno O (fig. 146) 
determinate da un piano diametrale sono figtire corri- 
spondenti nelle due parti eguali della stella O, opposte 
rispetto al punto e determinate dallo stesso piano 
(t. I, 45 e t. II. 14). 

Cor. — Un circolo massimo divide la superficie 
sferica in due parti eguali. 

Perchè queste due partì sono figure corrispondenti 
nelle due partì della sfera, determinate da! piano del 
circolo massimo. 

Def. IV. — Le due parti in cui un piano diametrale 
divide la superficie sferica o la sfera sì chiamano emisferi. 

Teor. II. ~ Una retta incontra la superficie sferica 
in duCf in uno in nessun punto, secondo che la sua di- 
stan^^a dal centro i minore, eguale maggiore del raggio. 

Infatti il piano diametrale che passa per una retta r 
'fig. 146) taglia la superficie in una circonferenza : i 
3unti comuni della retta con questa circonferenza sono 
lunti comuni della retta colia superficie sferica ; ma la 
-etta incontra la circonferenza in due nessun punto, 
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secondo che la sua distanza dal centro è minore, eguale 
o maggiore del raggio (t. II, 31), dunque ecc. 

Def. V, — Retta secante della sfera dicesi una retta 
avente due punti in comune colla sfera ; retta tangente 
quella che ha un solo punto comune colla sfera sressa. 

Teor. III. — Un piano qualunque taglia la sfera 
in un cerchio, in un solo punto in nessun punto, secondo 
la sua distaK^a dal centro è minore, eguale maggiore 
del raggio della sfera. 

Sia O il centro della sfera, jt il piano dato, r il 
raggio, 5 il piede della normale condotta da O al piano 
(fig. 147). 11 segmento 05 è il minore fra i segmenti 
determinati da O coi punti del piano ?t (t. I, 47). Se si 
fa passare per 5 un piano qualunque che taglia n se- 
condo una retta 5 A, su questa retta vi sono due punti 
J, Jj distanti da O del raggio della sfera, ed equidi- 
stanti da O, se O A ^ S. Variando il piano intorno 
ad O S, il punto A descrive una circonferenza di 
centro S. 




Se invece è ^ e= O 5, la circonferenza si riduce 

E se è OA < 5, nel piano tz non vi è alcun 
punto A distante da del raggio della sfera. 

I>ef. VI. — Piano tangente ad una sfera dicesi il 
piano che ha con la superficie sferica un solo punto 
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in comune, che, si cliliiina punto di contallo del primo. 
Piano secante dicesi il piano che ha in comune con la 
sfera un circolo. 

Cor. — // piano tangente alla sfera é perpendicolare 
al raggio passante pel suo punto di contatto. 

Def. VII. — Circolo minore di una sfera, dìcesi i! 
cìrcolo intersezione della sfera con un piano non pas- 
sante pel centro. 

Def. Vili- — i) Calotta dicesi ciascuna delle por- 
zioni di superfìcie sferica nelle quali la sfera viene divisa 
da un piano secante. 

Il circolo comune alle due calotte dicesi hase^ e 
la porzione di diametro perpendicolare alla base, limitata 
da questa e dalla sfera, dicesi alte:{^s;a della calotta. 

2) Zona dicesi la porzione di superficie sferica li- 
mitata da due piani secanti e fra loro paralleli. 

I due circoli sezioni dei piani con la sfera diconsi 
hasi ; e la distanza dei due piani medesimi alte:{:^a della 
zona. 

]tef. I.X. — i) Faso dicesi la parte di superfìcie 
sferica limitata da due semipiani diametrali (fig. 148). 




2) Spicchio dicesì la parte di sfera limitata dal fuso, 
dai semircoli massimi passanti per uno stesso dia- 
metro. 
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Def. X. — Angolo diedro di mi fuso (o di uno 
spicchio) dicesì 1' angolo diedro dei semipiani, che de- 
terminano il fuso (o lo spicchio), 

Teor. IV. — Se due diedri sono eguali, sono 
eguali i fusi (o gli spicchi) corrispondenti. E reciproca- 
mente. 

E se un diedro l maggiore di un altro diedro, il fuso 
(o lo spicchio) corrispondente al primo è maggiore del fuso 
(o dello spicchio) corrispondente al secondo. E reciprocamente. 

Dimostrazione come per gli angoli al centro di uno 
stesso circolo e gli archi corrispondenti, facendo uso 
delle sezioni normali dei diedri, 

Bef. XI. — Fusi opposti diconsi due fusi della 
sfera compresi da diedri al centro opposti. 

Cor. — Due fusi opposti sono eguali. 

57. Dei". I. — i) Fascio di circoli massimi sulla sfera 
intendesi il sistema di circoli che passano per un punto 
della sfera, e quindi anche pel punto opposto ad esso. 

2) Angolo di due archi dì circoh massimi ìu uno 
dei loro punti d' intersezione dicesi la parte di fascio di 
circoli massimi limitata dai due archi. 

Lali dell'angolo anzidetto diconsi gli archi stessi; 
vertice il loro punto comune. Se .<^ è il vertice, e se 
AB, AC sono i lati dell'angolo, esso dinotasi con BAC 
Q con CAB (fìg. 149). 

Def. II. — Triangolo sferico dicesi la figura deter- 
minata da tre punti pella superficie sferica non situati 
sulla medesima circonferenza massima, e dagH archi di 
circolo massimo minori di una semicirconferenza che 1Ì 
congiungono a due a due. 

I punti j^B C diconsi i vertici; gU archi A B, A C, B C 
i lati; gli 3.ngo\i ABC, BAC, A CB g[\ angoli del trian- 
golo sferico. 
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Oss. I. - Se si coiigÌLuigono i verclci di un tiinn- 
.golo sferico ABC col ccatro della sfera, a cui appar- 
tengono, si ottiene un trietJro. Ai lati del triangolo sfe- 
rico si possono far corrispondere le facce di questo 
triedro; agli angoli le sezioni jiorniali dei diedri del trie- 
dro stesso. E reciprocamente. 




Stabilita questa corrispondenza, a ciascuna proprietà 
delle facce e dei diedri del triedro, corrisponde l'analoga 
proprietà dei lati e degli angoli del triangolo sferico; 
basta perciò che si scambino rispettivamente le parole 
facce, angoli diedri, in lati, angoli. 

A due raggi opposti p,p' della stella corrispondono 
due punti opposti P, P' della sfera ; al piano perpendi- 
colare a p e p' nella stella corrisponde un circolo mas- 
simo della sfera che si chiama, polare dei pund P e P' 
■che diconsi poli del circolo massimo. 

Da ciò discendono senza alcuna difficoltà le pro- 
prietà dei lati, degli angoli di uno stesso triangolo sfe- 
rico; i casi di eguaglianza di due triangoli sferici; ecc., 
da quelle già date dei triedri, *) 



*) Cosi ad es, dai teor. I, 47, IV e V, 
lato di UH triangolo sferico è minore deila so 
2) La souim;! dei lati di un triangolo sferico 
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Oss. II. — Se si considera la figura determinata 
da « punti non situaci tre a tre in un circolo massimo, 
si ha in modo analogo al piano (def, I, 29) un poligono 
sferico e corri spondentemente un angoloide di « lati nel 
centro della sfera come vertice. E alle proprietà delle 
facce o dei diedri dell'angoloide corri sponderanuo le pro- 
prietà dei lati, degli angoli del poligono sferico. 

La geometria della sfera è logicamente identica a 
quella della stella dì raggi (o. Ili, 47), poiché si otten- 
gono l'una dall'altra col semplice scambio di alcune pa- 
role, od ancora perchè le proposizioni fondamentali della 
prima valgono anche per la seconda, salvo lo scambio 
di alcune parole. 

E siccome per la stella di raggi valgono tutte le 
proposizioni del piano indipendenti dal postulato delle 
parallèle, lo stesso accade anche per la superficie sferica, 
quando ai punti e alle rette del piano si facciano cor- 
rispondere i punti e i circoli massimi della sfera. Solo 
si deve notare che, come si è visto per la stella di 
raggi, vi sono coppie di punti opposti che non deter- 
minano un circolo massimo, per modo che un tale cir- 
colo passando per un punto passa anche pel suo op- 
posto. ^) 



colo massimo, 3) La somma degli angoli di u:i triangolo sferico 
È maggiore di due reni e minore di sei. 

*j Per la costruzione del triangolo sferico dati i tre Iati si 
può far uso dei compasso nello stesso mudo che per k costru- 
zione dd triangolo nd piano, e quindi si può ricondurre la co- 
struzione del triedro date le facce o altri elementi alla costruzione 
di un triangolo sopra una sfera co! centro nel vertice del triedro, 
dati i tre Iati o gli clementi corrispondenti a quelli del triedro. 
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ESERCIZI 



Oss. — 1 problemi fondamentali della Stereometria elemen- 
tare si riJucono, oltre a quelli già segnalati nella Planimetria, ai 

Sepiare mi punto neììo spazio. Costruire il piano determinato 
da ire punii ««» appartenenti ai una meiesiraa retta fo da due rette 
paràìleh che si inconlranoj. Costruire la sfera, dati il centro ed il rag- 
gio; il cono circolare, dati la cireonferenxa direttrice e il vertice, op- 
pure il vertice, l'asse e l'angolo conico; il cilindro, dati la circonfe- 
renza direttrice, una generatrice o V asse. Costruire V intersezione di 
lina retta con un piano; di due e di tre piani; di un piano con un 
cono; di un piano con un cilindro ; di un piano e di una sfera; di 

' Per risolvere praticaraeote i problemi del piano abbiamo 
fatto uso della riga, del compasso a della squadra, raercè i quali 
si può con grande approssiniadone e direttamente costruire le li- 
gure de! piano in un campo limitato dell'osservazione, ad es. nel 
foglio del disegno. Per i problemi dello spazio non abbiamo in- 
vece istruraenii coi qujli si possa porre direna mente un piano ed 
una sfera, ed è perciò che pei problemi dello spazio si deve dare 
qui la sola soluzione teorica, senza indicare i mezzi pratici atti 
a costruire effettivamente le figure dello spazio esteriore. 



a due a due, senza essere situati 
in un medesimo piano, passano per un medesimo punto, 
. Una figura, che ha in comune con ogni retta dello spazio noi 
appartenente ad essa un punto è un piano. 

5 
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,. I piani di un fascio cootengoiio lutti i punti dello spazio. 
. Le parti di un diedro o di due diedri, limitate da due sezioni 
normali, sono eguali. 

i di eguaglianza dello spazio intorno 
modo che ad un piano passante per 
1 piano dato passante per l'altra. 



. Stabilire la corrispondenz 
a due delle sue rette in 
una retta corrispondi 



: Condurre per u 
. Condurre per ui 

I. Condurre per ui 
I. Le perpendicolai 

alle facce, fort 

diedro. 
. La per pendi co la 

piauo fa colla 



i 5- 



, punto il piano perpendicolare ad una retta, 
punto la retta perpendicolare ad un piano. 
la retta il piano perpendicolare ad un altro 



into il piano perpen 
>ndotte da un punto 
j un angolo supplì 

ondotta da u 



: punto di i 

:omplementa 

1 data fa co! piano. 

. I piani bissettori di due diedri adiacenti sonc 

. Per una retta condurre un piano' che faccia co 

un angolo dato. 

§4. 



ad un diedro 
a quello del 



perpendicolari. 
I un altro piano 



d 1 

P 
d d 
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P 11 
C d 



ì D p 
)1 I 
4 S il 



1 e ! 

A M 1 



1 d p 



i 



llela. 


p ndono uni- 


rrispotidenti 


di uii piano 
guale ad un 


0, se da un 


■l B' parallelo, 
gniento S'C 

estremo del- 


gmento che 
1 ro Dunto in 


1 ro punto in 
1 «egmeuti 
M SI chiama 


1 nei versi dati, 



i p d d 11 i 

Os,. — lig A M 1 d^dM: 

la lisaltaale degli m segmenti ab e il peri.0 
i quali si chiamano comj>onenU Comfiorri. più segmenti dati 
significa trovare la loro risultante, dei,omporie un segmento 
significa trovare dei segmenti di cui i! dato sia k risultante. 

27. La risultante di piii segmemi dati non cambia quando ad al- 

cuni di assi si sostituisce la loro risultante 

28. Data la risultante di due segmenti e uno di questi, costruire 

1' altro segmento. 

29. Data una retta obliqua rispetto là un piano, in qjcsto pnno 

esiste una sola retta pctpcndii-ohre ilh dati e passante pel 
punto d'inconiro di questa col pi ino 



§ 5- 



In quanie 



30, In quinte regioni dividono tre pmi le 

quattro piani a due a due paralleli ' 
51, Taginre un angoloidc tetraedro con un piano in modo che 
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P P 
34 L p d 
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1 
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P P 
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1 P 
35 L f 1 h p p 
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36 S P P ^3 

P I P 
d p 

37 L bl q 1 p 

1 P 


1 
è p p 

P 
h 


d p 

d 1 

p 

1 p d 


38 L d p q d 
j9 L g i p q d 
4 D d p 

q d d d 
4 D p p 

q d d 
4 L fi 1 d 


1 
d 

P 

P 


d p 
d 

II 
d (3 ) 
I 
(39) 

d d p 



1 p 1 p ! d 

d d p 
43 D [ AC SD h f gì 11 

s..^mevito ^B fanno aii^ol e, 1 he I , sioCD, 
e h rena die unisce : punii di mezzo dei lui opposii i per 
pendKoUre 11 segmenti JB e CD 
44. Condurre per un punto una perpendKolire a due rette sghembe 
4;. Se due segiieuti hanno 1 loro esiremi nspeiin amente m due 
rette sghembe e td egual distiiiza digh estremi del si.g 
mento iiormile, 1 due segmenii sono cgmh e formano an 
goh eguah colle rette date 

46. L'angolo a della sezione normale di un hedro e il niinmio 

fra gh angoh che uno dei suoi Un situato in una faccia del 
diedro f; colle rette di.ll' iltra fa^ui 

47. Rette o piali p\rilli,h tinno indoli i-^nh i-on un pi ni 
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48. Determinare sopra una retta un punto tale, die la somma delle 
sue disiau^e da due piani che si incontrano sia minima. 

41J. Luogo dei punti tali, che la somma delle loro distanze da due 
piani sìa eguale ad una dist.inza data. 



50. Costruire un triedro 
a) le tre facce. 
hi i tre diedri. 
e) due facce e i 
li) una faccia e 

5r. Dato ira piano e una retta che lo incontra in un punto F, co- 
struire una retta del piano passante per P che formi colia 
retta data un angolo dato (50 e). 

52. I piani bissettori di un triedro si incontrano in una retta. 

53. I piani perpendicolari alle facce di un triedro e che passano 

per le bisseitrid di esse facce si tagliano in una retta, 

54. In ogni angoloide poliedro convesso di n spigoli ogni diedro 

aumentato di 211 — 4 retti supera la somma degli altri diedri, 

55. In ogni angoloide poliedro convesso di « spigoli la somma di 

tutti i diedri è minore di 211 retti e maggiore di 2n — 4 

56. I piani bissettori dei diedri di un tetraedro passano per uno 

Stesso punto equidistante dalla facce del tetraedro. 

57. I piani che dimezzano perpendicolarmente gli spigoli di un 

tetraedro passano per uno stesso punto che è equidistante 
dai vertici del tetraedro. 

58. Le congiuogenti i punti medi degli spigoli opposti del tetrae- 

dro si incontrano in un punto, 
39. Le rette che congiungouo i vertici di un tetraedro coi punti 
a mediane delle faccie opposte si incontrano 



sulle facce di un tetraedro d 
1 queste facce si ineontram 

. Tiigliiire un tetraedro con un piano in modo che la ; 
sia un parallelogramma. 
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62. Taglnre un ..ubo i.on un piino ni mula Jie li se lons -u 

iin esigono regoUre 
6j. Se le diagonih di un prisma quadnngolire pissano per mio 

stesso punto, il prisma è un pirallalopipedo 
64. Due angoloidi sono eguali ie nanno le fic^e e 1 diedri ordi- 

6;, Due piramidi sono eguali se sono eguali 1 loia poligoni, due 
triedri corrispondenti e gli spigoli Utenli neuti un estremo 

66. Un pat<illelopipeio e dniso di un piino dn^jOrnle m due 

prismi eguali 

67. Due prismi convessi sono e^uili te lunno oguili 1 loro poh 

goni ed 1 loro 'pigoli later<ili, e se un triedro del pnrao è 
e^uile U triciro Lornspondente del secondo 

68. Due perillelopjpedi retti sono cgviili se hanno bisi ed altewe 

esilili 



69. Quali altri teoremi inalo^hi a quHIi già dal 


i pel cerchio si 


possono enuiicnre pel cono? 




70. Una tonici non può ai ere p u di due punti 




uni retti del suo puno 




Os&. — Una retti the hi un solo punto coi 


iiune con una se- 


iione conica si Jiiama tw^ede 




71. Per un punto del pm di uni ^onn-i non 




durre pi 1 di due tan^ nti 




S.o. 




72, Costruire la sfera essendo dati il raggio e 1 


tre punti. 


73, Ogni tetraedro ò inscritto ad una sfera e che 


oscritto ad un' al- 


tra sfera. 




74. Nella superficie sferica valgono le seguenti 


proposizioni : 


I. Un circolo massimo t un sistema 


lineare omogeneo 


chiuso. 




IL Un arco di circolo massimo ha i 


m solo punto di 



III, Esiste un solo circolo massimo 
punti, purché non siano opposti. 
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pra i I II 

75, Tutti pdUpfi qd d pto 

della p fi ( (7il 

76. Costru 1 g d fi è b le. 

(Pre d p II f p d 1 r- 

colo ppdl Ip p'p d 2<* 

deli' d d p O q sti 

tre p 1 p I 1 no 

egual 11 d d p 1 di I r- 

cosc q 1 à t 1 g d li f a). 
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tranae P, 



LIBRO QUARTO 



Coiitjiiiiità dellii retta 

58. Osa. Cinp. 1. ^ Dato un segmento qualunque AB, ve- 
diamo, o iniiiginiamo, che esiste almeno uà punto distinto dagli 
estremi (fig. 150). Dato inoltre in AB un punto P, esso divide AB 
' ' Ili AP, PS. Indicando i punti del segmento AP, 

la lettera comune X, e quelli del segmento PB, 
À n bb d classi di punti (X) e 

(\) 1 I p g lì d arbiiiio è possibile 

g d p d d p I A ed X' , pei quali è 

(Ài ) < Co fi p ipre die il segmento 

e Ib gì p ca d T le osservazione giu- 

futl g 

Def. I. — Due serie classi di piuid {Xj e (X') 
sulla retta si dicono contigue se i punti X precedono i 
punù X' (o i punti X' precedono i punti X) e se, 
dato un segmento e ad arbitrio, esistono due punti X 
ed X' tali che il segmento XX' k minore dì r.. 



Oss. 1. — Se XX' < f:, scelto un segmento 
Ej < f vi saranno pure in (XX') punti Xi X{ tali, 
che è X, Xi < E;. E cosi di seguito. 
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Quindi per la definizione precedente vi sono quanti 
si vogliano punti X e X', pei quali XX' <i e. 

Oss. emp. 11. — Dall'oggetto reitilineo della iig. 150 ve- 
diamo che se si haoiio due serie contigue qualunque di pumi 
(X) ed (X') tali che la (X) non ha un ultimo punto, e ia (X') 
non ha un primo punto, fra esse esiste almeno un punto F, petchè 
quando X ed X' sono suffidcnteraente vicini, praticanienie si 
confondono in un solo, che si iissiiine come punto P. Porremo 
dunque il : 

POST. Vili. — In ogni segmento AB esiste almeno 
un punto distinto dagli estremi. 

Post.*) — Fra due serie contigue di punii {X) e 
(X') sulla reità, che non hanno rtspettizatneiUe un ultimo 
e un primo punto, esiste almeno un punto della retta. 

Cor. — Fra due sene contigue di punti --lilla retta, 
le quali non hanno rispetiivametite l ultimo e il primo 
punto, esiste un solo punto 

Infatti se esistessero due tali punti L ed L', non 
esisterebbe un segmento XX' minore del segmento 
L L' , contro 1' ipotesi che le serie siano contigue 
(def. I). 



li •^pp d 
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088. II. — Per essere il fascio di raggi e il fascio 
di piani sistemi omogenei, sostituendo nelle classi conti- 
gue di punti a! punto il raggio e il piano, e a! segmento 
l'angolo e Ìl diedro, avremo due classi contigue di 
raggi in un fascio di raggi, e due classi contigue di 
piani in un fascio tli piani. Per avere poi due classi 
contigue di punti sulla circonferenza basterà sostituire, 
al segmento l'arco. 

Def. II. — Ogni sistema lineare omogeneo che 
soddisfa ai due precedenti postulati, salvo lo scambio di 
alcune parole, dicesi continuo. 

Teor. I. — // fascio dì raggi, il fascio dì piani, e 
la circonferenza sono sistemi continui. 




a) Dato un angolo X O X' qualunque, esiste sempre 
in esso un raggio O Y distinto dagli estremi. Basta in- 
fatti tagliare Ì lati dell'angolo con una retta XX' e 
unire un punto Y interno del segmento {XX') col 
punto O; il raggio OY h pure interno dell'angolo 
XOX' (fig. isi). 

Siano ora (x) e (x') due serie contigue di raggi 
dei fascio di centro O; esse tagliano sulla retta XX' 
due serie contigue di punti (X) ed (X'), perchè se fra 
te due serie esistesse un segmento a allora non vi sa- 
rebbe alcun angolo {x x') minore dell'angolo che proietta 
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n da 0, contro l'ipotesi che le <iue classi (x) ed {x'} 
siano contigue. Ma fra le classi contigue di punti (X) 
ed (X') esiste un solo punto V, e questo determina un 
solo raggio y, compreso fra le due classi contigue di 
raggi (x) ed {x'); quindi il fascio è un sistema continuo 
(d.II). 

b) Per il fascio di piani la dimostrazione e ana- 
loga alla precedente. 

c^ Per la circonferenza, basta osservare che per la 
corrispondenza fra gli angoli al centro e gli archi di 
essa, a due serie contigue di raggi del fascio al centro 
corrispondono due serie contigue di punti sulla circon- 
ferenza, e che il raggio y compreso fra le due serie 
contigue di raggi determina un punto Y, compreso fra 
le due serie contigue di punti sulla circonferenza ; sicché 
anche la circonferenza ò un sistema continuo. 



5!). Oss. emp. — Dati due segraeuti diseguali AB e CD 
{CD < AB), se AB 4 multiplo di ^D, cioè se (CD) m = Ali, 
è chiaro che ha luogo la proprietà (CD) (jn -i- i)'^ AB, ossia 
vi è un tiidtiplo del segmento tninore che supera il maggiore. 
Lo stesso avverrebbe se CD fosse multiplo di un summultiplo di 
AB. Ma se AB e CD non hanno questa relazione, rìMuiiione dei 
segmenti che noi vediamo (_lìg. 152) ci assicura che la proprietà 
suddetta sussiste egualmente, anche se nei limiti dell'osservazione 
non possiamo costruire il segmento (CO) {m -+■ 1). Per assicu- 
nrst della detn proprietà basta in questo caso verificarla per due 
•iummuliiph di 4B e CD secondo un numero n abbastanza grande, 
pcrtliÈ se e 

CD AB 

■ VI > ; è pure (CO) m > AB. 
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POST. IX (d'Archimede). — Dati due segmenti 
diseguali della retta, esiste sempre un multi- 
plo del minore ciie supera il maggiore. 

Oss. — Questa proposizione vaie anche por due 
segmenti qualunque dì due rocce (e. I, 13). 

Def. — Due segmenti dati ciie soddisfano alla 
condizione del post. IX si chiamano fìnili fra loro. E 
poiché i segmenti costanti della retta soddisfano unti 
al post. IX essi si dicono finiH. *) 

Cor. — Se due segmenti sono diseguali e l'uno non 
è multiplo dell' altro, vi sono sempre due multipli conse- 
cutivi del minore J B che comprendono il segmento mag- 
giore CD. 

Infatti vi sono in primo luogo numeri ni, pei quali 
{AB)m < CD; essendo AB <_ CD., m sarà almeno 
eguale ad i . E per il postulato d' A r e h i m e d e vi sono 
anche numeri k maggiori di m pei quali : {À B) li > CD. 

Se l'ultimo numero pel quale è {AB) m < CU 
è H, il numero n -+- i sarà un numero /; e si avr.ì 
{AB) n < CD < (AB) (« -t- i) 

Teor. — Dati due angoli, due archi di circonfe- 
renia due angoli diedri, esiste un multiplo del minore 
che supera il maggiore. 

a) Siano a e /S due angoH e sia « < /i ; dico che 
esiste sempre un numero rn tale che am > /?. 

Sia dapprima BAC:^ fi acuto (iig. 153), e si con- 



1 dm post. II, Vili e IX; 
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duca da un iiunto c del lato AC una retta CB per- 
^eudìcolare al lato AB. Sia BAD^z^ a e iiiolti-e 
B D^ = D^D. = D^D^ = .... = D^ _ , D„ 
e sia C compreso fra B e O^, il che deve sempre ac- 
cadere (post, IX). Si conduca per D^ la parallela ad AB 
e si prolunghi AD^ fino ad incontrare questa parallela 
in A'. 1 due angoli D^AD^, BAD^ sono eguali come 
akerni interni della trasversale AA' colle due parallele 
AB, A'D^ e quindi sono eguali i triangoli ABD^, A'D-^D^. 
Ma AD^ > AB epperò A !X^ = A'D.^. dunque nel 
triangolo A'AD^ si ha: 




Analogamente si dimostra che ; 
D^D^ < D'^AD^, , D^'^D^ < D^AD,,., 

Ma 6 B A C <C BAl)^, , quindi sommando : 
bXb^ m > ifTc 

Se gli angoli a e jH non sono acuti, si potranno 
scomporre in angoli acuti. Valendo il teorema per 
questi angoli, varrà anche per la loro somma, e quindi 
pei due angoli qualunque dati. 

a) Dati invece due archi a e i di una circonferenza 
(od anche dì circonferenze eguali) siano a e fi \ rispet- 
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tivi angoli al centro. Osservando che ad angoli al centro 
eguali o disegnali corrispondono archi eguali o diseguali 
e inversamenie (t. I, 29 e e. t. 1, 30;, sì avrà che ad un 
multiplo secondo il numero m di un angolo al centro 
corrisponde un arco multiplo secondo lo stesso numero 
dell'arco corrispondente. Dalla relazione a m > (^ si ri- 
caverà dunque ij m > /». 

cj Per dimostrare il teorema per due angoli diedri 
basta osservare che fra gli angoli diedri e le loro se- 
zioni normali sussiste la stessa corrispondenza, conie fra 
gli archi e gii angoli al centro della circonferenza. 



Generalità sulle figure eiiiiivaleiiti 

60. tìef. I. — i) Se i perimetri di due poligoni 
convessi A e. fì hanno uno o più punti, od una parte 
in comune, e se i poligoni stessi oltre a ciò non hanno 
in comune alcun punto intemo, i due poligoni diconsi 
adiacenii. 

2) E dicesi somma dei due poligoni convessi adia- 
centi ^ e JJ. o di due poligoni ad essi eguali, la figura 
data dai poligoni adiacenti A e B. 

Ad es. il parallelogramma è somma dei due trian- 
goli in esso determinati da una sua diagonale (fig. 154), 

3) Le parti interne dei poligoni adiacenti A e B 
= i punti comuni che non appartengono al perimetro 
iella figura da essi determinata costituiscono la parìe 
'nlerna della loro somma. 

4) Se i perimetri della somma del poHgoni A e B 
: di un terzo poligono convesso C hanno uno o più 
)unti od una parte in comune, e se la somma di ^ e B 
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ed il poligono C oltre ciò non banoo Ìo comune aleuti 
punto interno, la figura che si ottiene, dicesi somma ilei 
tre poligoni ABC, o di tre poligoni ad essi eguali. E 
così di seguito. 

Def. II. — i) Figura poligonale dicesi un poligono 
convesso od una figura somma di pitì poligoni convessi. 

2) E per parie poligonale di una tale figura inten- 
desi una figura poligonale che sommata ad altre figure 
poligonali determina la figura data. 

Def. III. — i) Se le superficie di due poliedri con- 
vessi A e B hanno mio o più punti, uno o più spigoli, 
od una parte di esso in comune, e se i poliedri stessi 
non haoiio in comune oltre a ciò alcun punto interno, 
i due poliedri diconsì adiacenli. 

2) Somma dei due poliedri convessi adiacenti A 
e ^. o di due poliedri ad essi eguali, dicesi la figura 
data dai due poliedri A q B. 

3) Le parti interne dei poliedri A e B adiacenti e ì 
punri comuni che non appartengono alla superficie della 
figura da essi costituirà costituiscono la parte interna 
della somma di essi. 

Ad es. il parailelopipedo {fig. 155) è somma dei 
due prismi triangolari, che sono determinati in esso da 
un piano diagonale. 



-^ 




4) Se le superficie della figura somma dì A e B s 
lii un poliedro convesso C hanno uno o più spigoli, 
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od una parte in comune, e se h somma di J, B ed Ìl 
poliedro C oltre a ci^ non hanno alcuu punto interno, 
la figura che si ottiene dicesi somma dei tre poliedri AB C 
o di tre poliedri ad essi eguali. E cosi di seguito. 

Def. TV. — Figura poliedrica dicesi un poliedro 
convesso nd una figura somma di più poliedri convessi. 

"2) E per parie poliedrica di una tale figura iuten- 
desi una figura poliedrica, che sommata ad altre figure 
poliedriche determina la figura data. 

61. Def. I. — i) La somma 5 di due figure AtB 
Sì indica scrivendo : 

S = A '^' B 

Le figure A e B dicoosi parli di 5; e si dice al- 
tresì che .^ è la differenza di iJ da 5 ; B la differenza 
di J da S. 

2) E se £ = A, S diccsi doppia di ^ e dì 7i; e 
A dicesi metà di S. 

3) La somma S delle tre figure A, 6, C si Ìndica 
similmente con 

S z= A ^ B + C 

E ss B ~ A, C = A, S dicesl tripla dì A. E 
cosi di seguito. 

Def. II. — D.ue poligoni (o poliedri) si dicono 
equivalenti se sono somme di triangoli (o di tetraedri) 
e quindi anche di parti poligonali (o poliedriche) rispet- 
tivamente eguali. 

Ad es. i due parallelogrammi A, B determinati dalle 
somme degli stessi triangoli I e II, ma diversamente 
disposti, sono equivalenti (fig. i;6}. 

Oss. I. — Per esprimere che due figure A e B 
sono equivalenti, si suole scrivere 

A ZZI B oppure B z^ A 
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Tool". I. ■ ■ Figure poIigontiU o poliedriche eguali 
sono equivalenti. 

Infatli date due figure eguali, ogni dÌvisiot:e in parti 
della prima, per la corrispondenza di eguaglianza delle 
figure date, può eseguirsi anche nella seconda, e in modo 
che le parti siano ciascuna a ciascuna eguali. 




Teor, 11. — Somme di figure poligonali o poliedri- 
che equivalenti sono equivalenti. 

Trattisi dapprima di figure poligonali. 

Ss. A ^ B. ciò significa che A t B sono somme 
di triangoli A' A" A'" .... B'B"B"' .... rispettivamente 
eguali. 

E se C^zDj sono parimenti C a D souinie di triangoli 
C'C"C"'.... Z)'D"Z)"'.... rispettivamente eguali. Ma la 
somma A -i- C e la somma B -i- D sono somme dei 
triangoli A' A" ..., C C" ...., B-B"B'" .... Z)'/)"0"" .... 
rispettivamente eguali ; epperò : A -^ C ziz B + D. 

Si procede in modo analogo, se trattasi di figure 
poliedriche. 

Teor. III. — Due figure poligonali equivalenti ad 
una medesima figura sono equivalenti fra loro. 

Siano A = C, B = C. Poiché A z= C, A e C 
sono somme di triangoli A' A"...., C'C".... rìspettiva- 
raente eguali ; e poiché B^z C, sono pure B e C somme 
di triangoli B'B"...., C/C/',... ciascuno a ciascuno ri- 
spettivamente eguali. Se i triangoli C'C".... Ci'Cj"..., 
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sono ciascLiiio a ciascuno rispettivamente eguali, il teo- 
rema è dimostrato, cioè A :zz B. In caso diverso os- 
serviamo che HO triangolo qualsiasi C del primo gruppo 
potrà trovarsi nelle seguenti posizioni rispetto ad un 
triangolo qnalunqtie C/ del secondo gruppo : i) Il 
primo non ha alcun punto in comune col secondo, 
oppure ha col secondo solo dei punti dei perimetro Ìii 
comune, come LMQ, RON oppure LMQ, MQN 
(fig. 157) ; 2) il primo è contenuto nel secondo, oppure 




questo contiene il primo, come Q M R, PMO oppure 
L M N, LMQ; 3) il primo e il secondo hanno cia- 
scuno dei punti interni e dei punti esterni l'uno rispetto 
all'altro, come QUN e MPR. Nel primo caso C 
e Cj' non hanno alcuna parte comune; nel secondo 
caso o coincidono o l'uno è parte del!' altro ; nel terzo 
caso uno almeno dei vertici di C è esterno a C/ e 
almeno uno dei Iati di C incontra il perimetro di C/. 
In tal caso la parte comune è Ìl poligono determinato 
dalle intersezioni dei lati dei due triangoli. Il triangolo 
C o non ha parte comune con alcuno dei triangoli 
C^' Ci".... ed allora appartiene esso stesso ad uno di 
questi triangoli ; ovvero ha una parte comune con al- 
cuni dei detti triangoli e in tal caso esso viene divìso 
■da questi triangoli in parti. Le parti e i triangoli co- 
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mimi ai due gruppi di triangoli suddetti costituiscono 
dunque la C e appartengono, rispettivamente ai trian- 
goli C C" ..., C^'C^"...; essi determinano dunque una 
nuova divisione in triangoli D'D"... di C, che appar- 
tengono tanto ai triangoli C C" .... quanto ai trian- 
goli C/ Ch'- 
Eseguendo quindi la suddivisione analoga nelle 
parti eguali di ^ e in quelle di B, sì trova che A e B 
sono somme di parti ciascuna a ciascuna rispettivamente 
eguali a D'D"... e quindi anche fra loro. Anche in tal 
caso pertanto e A i^ B. 

Oss. II. — Ad es. il quadrato C e il rettangolo A 
(fig. 158) sono equivalenti perchè somme di due ret- 
tangoli eguali e quindi dei quattro triangoli (12), (345)» 
(678), (910) segnati nelle due figure a tratto continuo. 
Il quadrato C e il triangolo B sono pure equivalenti per- 
chè composti di due triangoli rettangoli eguali, 
segnati a tratto discontinuo, cioè (1451110), 



(23789). 




I triangoli C cioè (12), (345), (678), (910) e 'i 
triangoli C/ cioè (145610), (23781?) Ìii C determinano lai 
divisione in partì i, 2, 3, (45), é, (78), 9, io e quindi nei 
triangoli D' D" cioè i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, io. 

Toor. IV. — Due figure solide equivalenti ad una 
medesima figura sono equivalenti. 
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La dimostrazione è k stessa, solo che in luogo di 
; sorie di triangoli si hanno due serie di tetraedri. 



Fig 



§ 3. 
; poligonali equivalenti 



63. Teor. I. — Parallelogrammi ài egual base e. di 
eguale aUe:^^a sono equivalenti. 

Consideriamo dapprima il caso che le basi egnal- 
dei due parallelogrammi coincidano, e che i due parai 
lelogrammi stessi siano in uno stesso piano e si trO' 
vino dalla stessa banda della base comune. 

Poiché questi due parallelogrammi ABCD^ ABC'D 
hanno egtiali le altezze corrispondenti alla base comune, 
le rette CD, CD' per esser parallele alla AB e. per 
aver eguale distanza dalla AB coincideranno. E sarà 
inoltre CD ^^ CD'. Ciò posto: 

aj Se C coincide con C e D' con D i due paral- 
lelogrammi coincidono e quindi sono anche equivalenti. 

b) Se le coppie di punti CD, CD' si separano, 
ad es. se C è contenuto in CD, D' sarà fuori di 
CD (fig, 159 11) e in tal caso i due triangoli A C C 

C C 
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B D D' avendo i lati A C, A C e l'angolo compreso 
CA C rispettivamente eguali ai lati 5Ì>, BD' e DBD', 
saranno eguali, e sì conchìuderà che i due parallelo- 
grammi dati sono equivalenti, essendo l'uno somma 
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dei poligoni A CC\ A C I) B z X altro somma dei po- 
ligoni DBD', AC'BD rispettivamente eguali. Se C 
coincide con D Ìl trapezio AC'BD sì riduce ad un 
triangolo, e i due parallelogrammi sono pure equivalenti. 

e) E se le coppie di punti CD, CD' non si 
separano e sono disposte ad es. nell'ordine CDC D' 
(fig. 159 b\ porteremo a cominciar da D e nello stesso 
verso di CD dei segmenti consecutivi eguali a CD 
finché (pel post. d'Arcliimede) avremo ottenuto un 
segmento CX ^ (CD) «, che termini in D' oppure 
in un punto fra C e D'. Tutti i parallelogrammi dì 
base AB che hanno per lati ad essa opposti i segmenti 
suddetti sono equivalenti al parallelogramma ABCD; 
Tultimo di essi però, per i casi finora considerati a) h) 
é equivalente anche al parallelogramma ABCD'. Adun- 
que anche in questo caso ABCD e ABCD' sono 
equivalenti. 

d) Che se i due parallelogrammi dati non sono di- 
sposti come nella dimostrazione precedente, noi sap- 
piamo costruire nel piano del primo ABCD e dalla 
stessa banda rispetto ad AB un parallelogramma la cui 
base coincide con AB e che sia eguale a quello dato. 

Coi". — Un paraììelogramma é equivalente ad un 
rettangolo della stessa base e della slessa alle:^ia. 

Teor. II. — Un triangolo é equivalente ad un 
rettangolo che ha per base la metà di un lato del trian- 
golo e per alte:^:(^a l'aliei^a corrispondente a questo lato; 
ad un rettatìgolo che ha per base un lato del triangolo 
E per alle^i^a la metà dell'alte:{:{a corrispondente. 

a) Siano AB C il triangolo, S Cla base, AG l'al- 
tezza corrispondente (fig. 160). La pa'-allela ad AB 
condotta da! punto di me^zo F di B C incontra A C 
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nel suo iiiinto di nie^.zo D\ e se A F h parallela z B C 
SI hi: AF — DE (ci r. VI. 27). 

Ora, i triangoli A D F, EDC sono eguali per 
avere un lato e gli angoli rispettivamente eguali (t. II, 27), 
perciò il triangolo AB C t il paratlelograinnia ABEF 
sono equivalenti come somme del trapezio A DEB e 
dei triangoli eguali ADE, DEC. Adunque il triangolo 
ABCé equivalente al parallelogramma ABEF della 
stessa altezza j^ G e di base B E eguale alla metà del 
Iato B C; e perciò anche ad un rctiniigolo della stessa 
base ed altezza (e. t. I). 




hj II triangolo ABC è equivalente al parallelo- 
gramma ABEF e questo al rettangolo di base AB e 
di altezza IH, essendo I C V altezza del triangolo ABC 
passante per C. Ma IH è la metà di CI {t. VI, 26) 
dunque il triangolo ABC è equivalente ad un rettan- 
golo che ha per base nn lato e per altezza la metà 
dell' altezza corrispondente del triangolo. 

Cor, — Due triangoli che hanno eguali una buse e 
Y altera corrispondente sono equivalenti. 

Essi sono infatti equivalenti ad uno stesso paral- 
lelogramma di eguale^ altezza e di base eguale alla metà 
delle basi eguali dei due triangoli, 

Oss. — Per dividere un triangolo ABC in « trian- 
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goìi equivalenti basta dividere un Into di esso, ad es. 
B C in « parti eguali e congiiingerne gli estremi col 
vertice opposto J. Se AB C è uno di questi triangoli 

si scriverà: Jii C — {ABC) —. 

Teor. III. — Un Uape^^lo é equivalente ad un ret- 
tangolo che ha per base la semisjmma delle basi del trapezio 
e per alte^^a la loro distanza. 

Dal punto medio F di uno del lati non paralleli 
CB del trapezio A BCD si conduca la parallela all'altro 
e si prolunghi la base minore (fìg. i6i). I due trian 
geli C G F, BHF sono eguali perchè sono opposti 
rispetto al punto F (t. UT, 18], dunque il parallelo- 
gramma AHGD è equivalente al trapezio AB CD. 
Ma sappiamo che la base A H & questo parallelo' 
gramma è la semisomma tjelle basi AB., CD del tra 
pezio (t. VI, 28) ; oltre a ciò l' altezza del parallelo- 
gramma è la distanza dei lati paralleli de! trapezio, e 
siccome questo parallelogramma è equivalente ad un ret- 
tangolo d' egual base e di eguale altezza, cosi si con- 
chiiide cbe il trapezio A BCD è equivalente a! rettan- 
golo che ha per base la semisomma delle basi del tra- 
pezio e per altezza la loro distanza. 






Teor. IV. — Un poligono convesso circoscritto ad 
un circolo é equivalente al rettangolo che ha per base il 
perimetro e per aUe:^:{a la vieta dell' apotema del poligono 
medesimo. 
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Infatti il poligono dato è somma di triangoli che 
hanno per altezza 1' apotema del poligono, vale a dire 
il raggio del circolo ad esso inscritto, e per basi ri- 
spettivamente i lati del poligono medesimo {fig. 162). 
Ma ciascuno di questi triangoli è equivalente al rettan- 
golo della stessa base e di altezza egnale alla metà del- 
l' altezza del triangolo stesso ; segue da ciò che la somma 
di tutti questi rettangoli di eguale altezza è eguale ad 
un rettangolo unico della stessa altezza e che ha per base 
la somma delle basi dei rettangoli medesimi. 





Pertanto il poligono dato è equivalente al rettangolo 
:he ha per base il perimetro e per altezza fa metà 
'eli' apotema del poligono stesso. 

Teoi". V. — La superficie laterale di una piramide 
■egolare é equivalerne ad un rettangolo che ha per base il 
'erimelro della base, e per alte^^a la metà dell' apotema 
Iella piramide. 

Siano F il vertice, J B C... la base della piramide 
fig. 163). Poiché la piramide è regolare {d. Il, 52), le 
ìcce di essa sono eguali, quindi il vertice avrà eguali 
istanze dai lati della base; ma queste distanze sono le 
Irezze dei triangoli costituenti la superficie laterale della 
iramide, ossia sono 1' apotema della piramide; e poiché 
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ognuno di questi triangoii è equivalente al rettangolo 
che ha !a stessa base e per altezza la metà dell'altezza 
Jel triangolo, così la superficie laterale della piramide 
regolare sarà equivalente alla somma dei rettangoli le 
cui basi sono i lati AB, BC... della base della piramide, 
e le cui altezze sono eguali alla metà delFapoteina delia 
piramide stessa. La somma poi di questi rettangoli es- 
sendo eguale ad un rettangolo unico che ha per base la 
somma delle basi dei medesimi e per altezza l'altezza loro 
comune, ne consegue che la superficie laterale della pi- 
ramide regolare è equivalente al rettangolo che ha per 
base il perimetro della base e per altezza la metà del- 
l' apotema della piramide' 

Teor. vi. — La superficie laterale di un tronco di 
piramide regolare é eqiiivaknìe al rettangolo che ha per 
base la semisomma dei perìmetri delle basi e per alle:{:{a 
l'apolema del tronco. 

Sia A'B'C ABC Ìl tronco di piramide (fìg, 163). 
La superficie di esso si compone del trapezi ABA'B', 
ACA'C, BCB'C che hanno la stessa altezza e sono 
equivalenti a rettangoli aventi per basi la semisomnia 
delle basi dei trapezi e per altezza l' apotema del tronco; 
dunque resta dimostrato che la superficie ^cc. 

Teor. TU. — La superfìcie laterale di un prisma 
é equivalente al rettangolo che ha per base il perimetro di 
una se:{Ìot!e normale e per alle^-^a um spigolo laterale. 

Siano ABCD.... A'B'C'D' le basi del prisma. 

EFGH una sezione normale, cioè il poligono d'inter 
sezione di un piano perpendicolare ad uno spigolo cor 
le facce del prisma (fig. 164). Il parallelogramma ABB'A 
è equivalente al rettangolo che ha per base EF <: pe: 
altezza lo spigolo A A'; il parallelogramma BCC'B' 1 
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pure equivalente al rettangolo dì base FG e di altezza 
BB' che è eguale aJ AJ'; e cosi di seguito. 

Ora da una parte la superficie laterale del prisma è 
la somma di tutti i parallelogrammi ABB'A\ BCC'B,..; 
d'altra parte la somma di tutti i rettangoli equivalenti 
rispettivamente a questi parallelogrammi è eguale al ret- 
tangolo che ha per base la somma delle basi, cioè il 
perimetro del poligono EFGH, e per altezza lo spigolo 
AA': pertanto la superfìcie laterale del prisma ò equi- 
valente al rettangolo che ha per base il perimetro della 
sezione normale e per alte'^za uno spigolo laterale, 

Pi'Ohl. [. — Coslruire un triangolo che sia equi- 
vaUiìie ad altro triangolo dato, ed abbia ìm'alU:^^a eguale 
ad un segmento dalo. 

Siano a l'altezza data, ABC il triangolo dato. Si 
conduca una parallela r alla base CB del triangolo ABC 
e dalla stessa banda di C, la cm distanza da CD sia 
egtiale ad a. Se la retta r passa per A, Ìl triangolo cer- 
cato è ogni triangolo di base BC col vertice opposto 
solla retta e. Se la retta r incontra in F il prolunga- 
mento del laro ^C(fìg. 165), si unisca F con B. da A 




.--/fF 




si conduca la parallela AD alla retta FB e si congiunga 
Fcon D. I due triangoli ADF, ADB sono equivalenti, 
per avere la stessa base AD e la stessa altezza corri- 
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spondente. cioò la distanza delle due parallele AD, FB\ 
per ciò le somme 

ACD^ADF, ACD^ABD 

saranno pure equivalenti. Ma la prima somma è il trian- 
golo CFD la cui altezza rispetto alla base CD è il 
segmento dato a, e la seconda somma è il triangolo 
A CB. H triangolo F CD, e ognuno del triangoli di 
base eguale alla CD e di altezza a, sarà il richiesto. 

Se la r incontra invece il lato ^^C in un punto 
interno F, la dimostrazione è la stessa ; in tal caso però 
i due triangoli ABC, FCD sono somme dei triangoli 
BCF, JBF; BCF, BFD. 

Frobl. H. — Costruire un rettangolo di data alte\^a 
che sia equivaleììte ad un dato triangolo. 

Sia ABC il triangolo dato; si costruisca Ì! trian- 
golo FCD di altezza a equivalente ad ABC. Il rettan- 
golo ciie ha per altezza a e per base la metà del seg- 
mento CD è quello ncliiesto. 

Probi. III. — Costruire un rettangolo di data al- 
/e^^rt equivalente ad una figura poligonale data. 

Supponiamo anzitutto che la figura poligonale data 
sia un poligono convesso ABCDF (fig. i66). Scelti 
tre vertici consecutivi ABC si tiri la diagonale AC, 
indi la parallela alla AC passante per B, la quale in- 
contrerà il prolungamento del lato consecutivo a SC 
cioè di DC, in un punto X; e si unisca A con X. I 
triangoli ABC, AXC sono equivalenti per avere la base 
AC in comune e l'altezza corrispondente eguale; quindi 
il poligono dato, che è somma di ACB col poligono 
ACDF... sarà equivalente al poligono AXDF..., che è 
somma di A CX col poligono A CDF... Cosi Ìl poligono 
dato è equivalente ad un altro poligono avente un lato 



y Google 



ùi meno. Similmente da questo pollgoiio se ne dedurrò 
mi altro, avente un altro lato di meno ; e seguitando 
la stessa costruzione, si perverrà ad un triangolo, equi- 
valente al poligono proposto. Questo triangolo poi lo 
si trasformerà in un rettangolo di altezza data, conforme 
il problema precedente. 

Se invece la figura data non è un poligono con- 
vesso, ma bensì una figura poligonale, e quindi come 
tale, somma di poligoni convessi {d. II, 58} si trasfor- 
merà come precedentemente ciascun poligono convesso 
in un rettangolo equivalente e di altezza data a, indi 
sopra una retta si prenderanno dei segmenti consecutivi 
e del medesimo verso eguali ciascuno a ciascuno alle 
basi dei rettangoli così ottenuti. Il rettangolo che ha per 
base la somma dei segmenti ora considerati e per al- 
tezza r altezza data a sarà manifestamente il richiesto. 

63. Def. I. — Ogni figura poligonale (o poliedrica) 
che è somma di un dato numero n di poligoni (o po- 
liedri) convessi dicesi figura poligonale (o poliedrica) 

fin ila. 




Oss. emp. — Dall'ispezione dell.A figura 167 composta dei 
inque poligoni convessi A, B, C, D, E, risulta ciie tralasciando 
i parte E colie pani rimanenti A, B, C, D non si può formare ia fi- 
ura stessa ; dunque diremo ; 
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Post. *) — Non è possibile dividere una figura po- 
ligonale jinita in parti poligonali in guisa che trascurandone 
alcune, le partì rimamiiti, anche se dispone in differente 
modo, costituiscano una figura equivalente alla data. 

Oss. I. — Dalla proposizione precedente risulta 
tosto che rettan<i;oli, i quali hanno la stessa altezza e 
basi diverse non possono essere equivalenti ; quindi i 
rettangoli della stessa altezza che sono equivalenti a fi- 
gure equivalenti fra loro devono avere basi eguali. 

l)ef. II. — La base di un rettangolo di altezza 
data h, equivalente ad una figura poligonale, dicesi 
segmento associalo alla figura medesima rispetto ad h. 

Teor. I. — A due figure A, B poligonali finite equi- 
valenti corrispondono due segmenti associali a e b eguali; 
e inversamente, E se B è equivalente ad una parte di A, b 
è eguale ad una parie di a; e inversamente. 

a) Infatti a due figure poligonali finite equivalenti 
sono equivalenti due rettangoli di altezza h, le basì de 
quali saranno eguali (o. I}. 

Inversamente, date le basi dei rettangoli (d. I), sonc 
determinati i due rettangoli di altezza h. Se le lorc 
basi sono eguali, Ì rettangoli sono eguali e le figuri 
ad essi equivalenti sono equivalenti. 

b) Se B h equivalente ad una parte di A, il ret 
tangolo di altezza A e di base b equivalente a B devi 
essere parte del rettangolo di altezza /; e di base i 
equivalente ad A ; che altrimenti se fosse a ^ b, il ret 
tangolo equivaletite ad A sarebbe equivalente a 5 o ar 
una parte di 5, vale a dite A sarebbe equivalente a' 
una sua parte, contro il post, dell' equivalenza. 



*) Anche questa proposizione puù essere dimostrala (Ve; 
gasi l'Appendice dell' Ed. completa, noia XXVI). 
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e, per i casi precedenti se « > y, non 

: B, né può essere A equivalente ad 

quindi B è equivalente ad una pane 



liivei'sanient 
può essere J = 
una parte di B 
di J. 

Def. IH. — Se una figura poligonale finita A è 
equivalente ad una parte dì altra figura poligonale B fi- 
nita, si dice che la prima figura A è maggiore della se- 
conda, o che !a seconda è minore della prima, e si 
scrive : A ^ B, oppure B <_ A.- 

Cor. — Se A e B sono figure poligonali finite ognuno 
dei tre casi : A ^ B, A ^ B, A <i B esclude gli altri due. 

Perchè tale proprietà vale anche pei segmenti as- 
sociati a e b dì A Q B; mentre se: n ^ è si hai A ^B. 

Tcor. II. — Se da figure poligonali finite equiva- 
lenti Sì sottraggono figure poligonali equivalenti, si otten- 
gono figure equivalenti. 

Siano A irz A' , B -rz B' e le figure poligonali A, B 
non siano equivalenti, e di più sia B parte poligonale 
di A. Indicando con a, a' ; b, b' i segmenti rispettiva- 
mente associati alle figure A, A'; S, B' sarà : 



Segue da ciò che : 



e sarà a > l 



a ~ ti z:=. a 



- b' 



e quindi al rettangolo di altezza /; e di base a — b sono 
equivaleati ^ — Zì ed ^' — B', vate a dire : 
A ~B—A' ~B 
Teor. IH. — Una diagonale di un parallelogramma 
e le parallele condotte ai lati da uno dei suoi punti lo 
dividono in quattro triangoli ed in due parallelogrammi 
chi sono equivalenti. 
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Per un punto della diagonale A C dei |i.ii':ille- 
lotrramma AB CD sì conducano le parallele UG, EF 
ai lati (fig. 168); si otterranno cosi i triangoli ADC, 
AMO, EOC eguali rispettivamente ai triangoli ABC, 
AFO, OGC; ma sottraendo da figure equivalenti figure 
equivalenti si ottengono figure equivalenti; sarà dunque; 
ADC— AOH^ OEC=ABC— AFO — OGC 



HDEO = OGBF. 



Relazioni tvii i liiti del triangolo 

64. Lemma I. — // quadrato di un cateto di un 
triangolo é equivalerne al rettangolo dell'ipotenusa e della 
proiezione del cateto suW ipotenusa. 

Sia ABCW triangolo rettangolo in A (fig, 169); 
dico che il quadrato ABBI costruito sul cateto BA 
è equivalente al rettangolo BDML cbe ha per lari 
BD^BC e BL proiezione di ^B sull'ipotenusa BC. 

Infatti essendo BAH e BAC angoli retti, i punti 
ACH sono in linea retta. I triangoli BCJ, BDA sono 
eguali per avere eguali Ì lari BC, BD; BI, AB e gli 
angoli CBI, BDI eguali, essendo r 

IBZ- = TbA -+- aTC, A'BÌ) ss ABC -1- CSD 
[B2 = CBD 
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— Si- 
li triangolo JBD è equivalente alla metà del ret- 
tangolo BDML, perchè ha la stessa base BD e per 
altezza la distanza delle rette BD, AM, cioè BL, die 
è r altezza del rettangolo, 

Cosj il triangolo BCI è equivalente alla metà del 
quadrato ABI H avendo per base BI e per altez;;a AB; 
ma i due triangoli ABD, E CI sono eguali, dunque il 
rettangolo BDML e il quadrato JBIH essendo equi- 
valenti al doppio di due triangoli eguali sono equiva- 
lenti. 

Teor. I. — In ogni triangolo rettangolo il quadralo 
dell' ipotimisa è equivalerne alla somma dei quadrati dei 
cateti (teor. di Pitagora). 

Siano AB C il triangolo rettangolo. ABIH, A CFG, 
BCED i quadrati costruiti sui cateti e sull'ipotenusa 
(fìg. 169). Se da ^ si conduce la perpendicolare ^/.M 




suiripotenusa BC, si ba (1. I): 

ABHl — BDLM; ACFG — CIÌLM 
da cui sommando 

ABHI ^ACFG — BDLM + CViLM 
BDLM 4- CFLM ^ BCDE; 
dunque in ogni triangolo ecc. 



y Google 



Cor. — // quadralo dì un calcio dì un triangolo 
rettangolo è equivalente alla differenzia dei quadrati del- 
l'ipotenusa e dell'altro calete. 

Probi. — Costruire un quadrato equivahnte ad un 
poligono dato. 

Trasformato il polìgono in un rettangolo equiva- 
lente, il problema si riduce a descrivere un quadrato equi- 
valente ad un dato rettangolo. Sia dunque AB CD il 
rettangolo e sia AB > AD (fig, .170). Si descriva su AB 
come diametro una semicirconferenza e s\3. AE ^ AD 
e si conduca la EF perpendicolare ad AB. Dico clie 
AF è il Iato del quadrato cercato. 

Infatti il triangolo ABF è rettangolo in F (e. II, 33) 
e per ciò il quadrato di ^F è equivalente al rettangolo 
di AB e di AE (1. I) ossia di AB e di AD., e quindi 
è anche equivalente al poligono dato. 

Lemma II. — // quadralo della somma ài due 
segmenti l equivalente alla somma dei quadrali di questi 
segmenti e del doppio del loro rettangolo. 

Siano AB, £Cdiie segmenti eguali ai segmenti dati 
(fig. 171), e si costruiscano i quadrati ACDE,BCHl 
di lati AC, BC. Manifestamente si ha: 

EF = Gì = AB z= DH = EG = FI, 



vale a dire il rettangolo EFGI è il quadrato di lato FF 
eguale a quello di lato AB ; dico che il quadrato di Iato 
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^C è equivalente alla somma dei quadraci di lati AB, B C 
■e del doppio del loro rettangolo. Infatti i due rettan- 
goli ABIG, IHDF hanno i lati rispettivamente eguali 
ai segmenti dati, e quindi sono eguali, dunque sì ha : 

ACDE ~ EFGI -+- BCIH -+- 2 ABIG 
■come volevasi dimostrare. 

Teor. II. — In ogni triangolo ottusangolo il qua- 
dralo del lato opposto all'angolo ottuso è equivalente alla 
somma dei quadrati degli altri dm lati, pia il doppio 
reltattgùlo di uno di essi e della proÌe:{ione sovra esso 
Adi' altro lato. 

Sia ABC l'angolo otttiso del triangolo ABC, AD 
la perpendicolare condotta da A al lato BC (fìg. 172). 




Pel teorema di Pitagora il quadrato di lato AC è 
equivalente alla somma dei quadrati del Iato AD e del 
segmento CD. Ma CD = BD + BC, dnnque il qua- 
drato, di CD è equivalente alla somma dei quadrati di 
lati BD,BC e del doppio del loro rettangolo (t. II); 
epperò il quadrato di lato A C i: equivalente alla somma 
dei quadrati di lati AD, BD e BC e del doppio ret- 
tangolo di lati BC G, BD. Ma la somtna dei quadrati 
di lati AD e BD è equivalente al quadrato di AB, 
dunque il quadrato di lato AC h equivalente alla somma 
dei quadrati di AB e BC, aumentata del doppio rettati- 
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gold del lato BC e di BD che è la proiezione del 
lato AB sul lato CE. 

Lemma III. — // quadrato della differe«:^a di due 
segmenti è equivalente alla somma dei quadrati di questi 
segmenti diminuita del doppio del loro rettangolo. 

Siano ^B e BC due segmenti eguali ai due seg- 
menti dati (fìg, 173) di cai AC è la differenza, e si co- 
struiscano i quadrati di lati .AC, BC s A B. 



— 


» 1 




! 

e 


1 





Dalla figura stessa si ricava che i rettangoli Eh'DG, 
HIGL hanno i lati eguali ai segmenti AmAB^BC, 
e quindi sono eguali, e per consegoenza la somma dei 
quadrati di ^B e di BC ossls. ABDE -+- BCIL dimi- 
nuita dei rettangoli EFDO, HGIL è appunto il qua- 
drato ACFH di lato AC, e. v. d, 

Teor. III. — In ogni triangolo il quadrato del lato 
opposto ad un angolo acuto è equivalente alla somma dei 
quadrati degli altri due lati, diminuita del doppio del ret- 
tangolo dì uno di essi lati e della proiezione sovra esse 
dell' altro lato. 

Sia ABC un angolo acuto del triangolo ABC, CD 
la perpendicolare condotta da C sul lato BA (fig. 174). 

Il quadrato del lato AC opposto all'angolo acuto 
ABC è equivalente alla somma dei quadrati di Iati AD 
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e CD. Nel caso che D sia interno m AB (fig. 174 a), 

AD = AB ~ BD 
e per ciò il quadrato di ^D è equivalente alla somma 
dei quadrati dì lari AB e BD dimiimita del doppio del 
3oro rettangolo. Dunque il quadrato del lato AC h equi- 
valente alla somma dei quadrati di lati CD, AB., BD 
diminuita del doppio del rettangolo di lati AB ^ BD. 
Ma !a somma dei quadrati di lati CD e BD è equiva- 
lente al quadrato di lato B C; dunque il quadrato di 
lato AC h equivalente alla somma dei quadrati di lati 
AB, BC diminuita del doppio del rettangolo del lato 
AB e della proiezione dell'altro lato BC sul lato AB. 




Nel caso invece che D sia esterno al lato AB 
(fig. 174 b) SI ha A D ^ B D -- A B, il che non muta 
la dimostrazione. Finalmente se il triangolo ABCh ret- 
tangolo in A, D coincìde con A, e si ricade nel tcor. 
di Pi tagora. 



§ 5- 
Figure i»olicflrìehe equivalenti 

65. l'eoi". I. — Due prismi Iriangoìari, che abbiano 
le sezioni normali eguali e gli spigoli laterali eguali, sono 
equivaknH. 
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Siano ABCDEF, A'B'C'D'E'F' i prismi trian- 
golari, tali che gli spigoli laterali siano eguaii, cioè- 
AD ^A'D' ed eguali siano le sezioni normali GHK^ 
G'H'K' {fìg. 175 ab). Un prisma triangolare eguale al 
prisma A'B'C'D'E'F' e di cui uno spigolo laterale 
coincide con AD e nel punto G abbia la sezione normale 
coincidente col triangolo GHK sia D'M'N' A'M'N'. 

i) Ss iduspnsm'i ABCDEF, JM'N" DMN olive 
Io spigolo AD hanno ìn comune anche le altre coppie 
di spigoli laterali, i due prismi stessi, e quindi anche i 
due prismi dati, sono eguali. 

2) Supponiamo ora che oltre AD i dne prismi ab- 
biano in comune una sola coppia di spigoli laterali, ad 
es. MM' ed FC (fig. 175 a), e che N sia interno al 
segmento FB. In tal caso ì due tetraedri DFEN e 
A CBN' hanno gli spigoli paralleli, de! medesimo verso 
ed eguali; quindi hanno le facce eguali, e perciò i due 
tetraedri stessi sono eguali (e. Ili, t. I, 53). Dal che si 
conchiude che Ìl prisma ABCDEF è equivalente al 
prisma AM'N'DMN essendo 1' uno e 1' altro somme 
della figura poliedrica DFNACB con uno dei due te- 
traedri stessi. 

La dimostrazione vale anche nel caso che N cada 
in B. Se N cade fuori dello spigolo EB^ ad es. nel pro- 
lungamento da È' a B, e quindi anche N', allora si co- 
.struirà una serie di prismi cogli spigoli consecutivi sulla 
retta EB ed eguali ad EB in modo che per il post, di 
Archimede il secondo estremo dell'ultimo spigolo o 
coinciderà con N o N sarà un punto interno allo spi- 
golo stesso. E siccome tutti i prismi cosi considerati 
sono equivalenti, e cosi l'ultimo di essi e il prisma 
JM'N' DMN, si conchiude che anche ABCDEF e 
AM'N'DMN, sono equivalenti. 
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3) Supponiamo infine che oltre AD i due prisuiì 
non . abbiano alcun' altra coppia di spigoli in comune 
(fig. 175 i"). Congiungansi M con A', Af' coti JV' I due 
prismi ABCDEF, AM'BDME avendo due coppieri 
spigoli laterali in comune sono pel caso 2) equivalenti; 
per la stessa ragione sono equivalenti i due prismi 
AM'BD ME, A M'N'DMN. Adunque sono equivalenti 
i due prismi ABCDEF AM'Ì^'DMN e quindi tali 
anclie i due proposti. 




Teor. II. — Due prismi che abbiano le sezioni tior- 
inali equivalenti e g/i spigoli lalerali eguali sono equivalenti. 

Infatti le sezioni normali dei due prismi essendo 
equivalenti potranno scomporsi in parti poligonali e 
quindi anche in triangoli eguali. Se dai vertici dì questi 
triangoli- si conducono rispettivamente le parallele agli 
spigoli dei primi, fino ad incontrare le basi di essi, i due 
prismi resteranno scomposti in prismi triangolari cogli 
spigoli laterali e colle sezioni normali eguali; ma questi 
sono a due a due equivalenti, dunque anche i prismi 
dati sono equivalenti, 

Teor. III. — Dm paralleiopipedi che abbiano una 
faccia e la corrispondente alle:^:!^a rispettivamente eguali 
sono equivalenti. 
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Siano ABCD A'B'C'D' le basi eguali dei due pa- 
rallelopipedi e le altezze corrispondenti a queste basi 
siano eguali (lìg. 176). Le sezioni normali E F G H 
E'F'G'H' prodotte nei due parallelopipedl da piani per- 
pendicolori a due lati eguali AB, A'B' delle basi, sono 
due parallelogrammi, i quali avranno eguali i lati EF, 
E'F' perchè altezze di parallelogrammi eguali, e le al- 
tezze, perchè eguali alle altezze del paralietopipedi che 
sono fra loro eguali, e perciò le sezioni normali saranno 
equivalenti. Dunque i due parallelepipedi sono equiva- 
lenti (t. II). 




Teoi". IV. — Due prismi Iriatìgolari se hanno basi 
eguali ed aUe:^^e eguali sono equivalenti. 

Siano ABCDEF A'B'CD'E'F' i due prismi 
triangolari le cui basi ABC A'B'C sono eguali e le 
cui altezze sono pure eguali ; dico che essi sono equi- 
valenti (fig. 177). 

La parallela SlÒ AC passante per Ìl punto medio 
O del lato CB e la parallela ad AB passante per C 
determinano un parallelogramma AFQC tale, che AP 
è la mera di AB. E nel parali elopipedo che ha per base 
APQ C e per altezza l'altezza del prisma dato, il prisma 
triangolare COQFTS è eguale al prisma POBRTE, 
perchè essi hanno le basi eguali e gli spigoli eguali e 
paralleli (t. III, 53). Ma il parallelopipedo JPQCDRSF 
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e il prisma triangolare ABCDEF si ottengono ag- 
giungendo rispettivamente al poliedro JPOCDRFT i 
prismi COQFTS, P OBR TE ; dunque essi sono 
equivalenti. 

Similmente il parallelopipedo ^'P'2'-^'-R'5'F' co- 
struito in modo analogo nel prisma A'C'B'D'E'F' è 
equivalente al prisma medesimo. 







Ma i due parallelopipedi sono equivalenti fra loro 
perchè hanno una faccia eguale, cioè Ì parallelogrammi 
JPQC, A'P'Q'C e l'ahe^iza corrispoodenie eguale 
(i. Ili) ; saranno dunque equivalenti anche i due prismi 
triangolari considerati. 

Cor. — - Due prismi che hanno basi equivalenti ed 
alte\^e eguali sono equivalenti. 

Le basi di due prismi essendo equivalenti possono 
essere divise in triangoli rispettivamente eguali. Ma il 
primo prisma si può dividere in prismi triangolari le 
cui basi sono i triangoli di divisione della sua base, 
ed aventi la, stessa altezza ; lo stesso dicasi de! secondo 
prisma dato. I due prismi risultanti pertanto sono 
somme di prismi triangolari rispettivamente equivalenti ; 
€ quindi saranno equivalenti. 

66. Def. I. — Siano AB CD un tetraedro, ABC 
una faccia, DE T altezza corrispondente (fìg. 178}. Si 
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divida DE in un numero qualunque n, ad es. in 4 
parti eguali, D/Z, HG, GF, FÉ e per i punti di divi- 
sione conducansi del piani paralleli ad ABC, i quali 
segheranno Ìl tetraedro lungo i triangoli A^ 5; Q ^ 
A.^ Bg Q , A^ Bg Q coi lati rispettivamente paralleli a 
quelli di ABC. 

Indi tirando per B^B^B^, per CiC^C^ le parallele 
ad AD fino ad incontrare ì lati del triangolo inferiore 
si costruiscano i prismi: AXYAiB^C^, A^X^Y-^A^B^C^^ 
A^X^Y^A^B^C^. Questi prismi sono tutti internii al te- 
traedro . 




Se si aumenta indefinitamente il numero delle partì 
in CLÙ viene divisa 1' altezza DE, si ha una serie inde- 
finita di prismi tutti interni al tetraeiiro. 

La figura data dalla somma di tutti questi prismi 
interni si ciiiama scaloide inscritto nel tetraedr o. 

Oss. — Dal triangolo BD^, essendo le rette SF, 
B^F, B^G, B^H parallele come intersezioni del piano 
BDE coi piani paralleli ABC, A^B^Cy ecc. si ha 
BB^ = B^B^ = B^D 

(t. VI, 27); si ha dunque BB^ = (BD) — . Conside- 
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rando Ìl triangolo ABD sì ha: KB ^ (AB) -^. Ana- 
logamente si ha Y C ^ {A C) —. 
E in generale si ha: 
(XB) = (AB) -^ (YC) = (AC) l- 

Lemma. — La parte interna del tetraedro e quella 
di un suo scaìoide inscritto coincidono. 

Basta dimostrare che ogni punto interno dello sca- 
loiJe inscritto è interno del tetraedro; e reciproca- 
mente. 

Che ogni punto interno dello scaìoide sia pure interno 
ai tetraedro, risulta dalla def. I stessa. Reciprocamente se 
P è un punto interno del tetraedro ABCD conducendo 
la retta PD essa incontra i piani dei triangoli ABC, 

A^B^C^, A„B.Q in pimti F, F, G, H.... Ma si può 

prender n abbastanza grande perchè E sia interno al 
triangolo AXY, F al triangolo A^X^^Yi.... e cosi vìa. 
Dunque Ì segmenti EF, FG, GH, ecc. in cui è divisa 
ia DF ove trovasi P, sono interni allo scaìoide, e quindi 
interno è anche il punto P stesso. 

Teor. I. — Due tetraedri sono equivalenti se Io sono 
due dei loro scalo idi inscritti. 

Infatti gli scaloidi essendo equivalenti, possono 
essere divisi in tetraedri rispettivamente eguali, i quali 
sono interni ai tetraedri dati. Ma questi tetraedri non 
hanno alcuna parte poliedrica fuori dei loro scaloidi 
inscritti (Lemma) ; dunque la divisione in tetraedri eguali 
dei due scaloidi dà anche una divisione in tetraedri eguali 
dei due tetraedri dati. 

Teor. II. — Due tetraedri che abbiano una faccia 
i la corrispondente alte^i^a eguali sono equivalenti. 
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Siano JBC J'B'C le facce eguali di due tetraedri 
e siano eguali le altezze corrispondenti DE,D'E' (fìg. 178); 
dico che essi sono equivalenti. 

Dividiamo le due altezze in un certo numero n di 
parti egnali e siano FÉ rz F'E' due di queste parti 
eguali, e conduciamo per F ^à F' i piani paralleli alle 
basi ABC, A'B'C. Costruiamo i due prismi 
AXYA^B^C^ A'X'Y'A-B^C;. 

Nel triangolo BDE le rette BE, BjF sono paral- 
lele, ed essendo EF l^ (DE) — si ha 

BB^ = {BD) - 

e considerando il triangolo ABD si lia XB = (AB)^, 

quindi, AXY ^ C—JaBC (o. 62). Analogamente è 

A'X'Y' -:= ("—J A'B'C; ma 

ABC ^ A'B'C e A^BiC\ = AXY, 
A-IB{C{ ■= A'X'Y' 

dunque i triangoli AXY, A'X'Y' sono equivalenti. I 
due pri.smi 

A^B.C^AXY. A{B;C-lA'X'r 

hanno perciò basi equivalenti e altezze eguali dunqtie 
sono equivalenti {c. t. IV, 63). 

Lo stesso dicasi dei due prismi le cui basi inferiori 
sono rispettivamente A^B^C■^, AyB^'Cy'; e cosi di se- 
guito. Questa proprietà verificandosi qualunque sia il 
numero n delle parti in cui è stata divisa 1' altezza nei 
due tetraedri, gli scaloidi inscritti nei due tetraedri, 
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come somme Ji prismi equivalenti sono equivalenti, il 
per il teorema preceiiente. tali saranno anche i tetraedri 
stessi. 

Teor. III. — Due piramidi che abbiano basi equi- 
valenti ed alle:^x^ eguali sono equivalenti. 

Basta supporre le basi divise in triangoli rispettiva- 
mente eguali, ed applicare il teorema precedente, 

Teor. IV. — Ogni prisma è somma di tre piramidi 
equivalenti, una delle quali ha per base e per alle^:{a la 
base e V alte^^a del prisma. 

Consideriamo dapprima un prisma triangolare 
ABCDEF di base ABC (fig. 179). Il piano delle due 
rette DJ, D C \o divide in due piramidi !' una di base 
JBC e della stessa altezza del prisma, l'altra di base 
AFEC e di vertice D. Il piano delle rette DA, DE 
divide poi la piramide di base AFEC e vertice D, in 
due altre piramidi l'una di base AFE e di vertice /), 
l'altra di base A CE eguale alia base AFE e di ver- 
tice D; queste due piramidi avendo basi ed altezze eguali 
sono equivalenti (t. IV|. Ma il tetraedro AB CD ed il 
tetraedro FDEA hanno basi eguali ed altezze eguali e 
quindi sono equivalenti. 




Adunque il prisma triangolare ABCDEF è somma 
di tre tetraedri equivalenti uno dei quali ^ha la stessa 
base e la stessa altezza del prisma. 
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Sia ora dato un pi'isma di base qualunque ABCD.... 
(fig. 179 h). Pei' uno dei veitici della base ad es. per A sì 
conducano le diagonali AC, che decomporranno la base 
in triangoli aventi il vertice comune A e determineranno 
nel prisma altrettanti prismi triangolari ciascun dei quali 
è equivalente a tre piramidi equivalenti. Ma la piramide 
di base ABCD e di altezza eguale a quella del prisma 
è somma di tanti tetraedri, quanti sono i prismi trian- 
golari ; e le basi e le altezze di questi tetraedri sono 
eguali rispettivamente alle basi ed alle altezze dei prismi 
medesimi. Pertanto Ìl prisma è equivalente alla somma 
di tre piramidi, una delle quali ba la stessa base e la 
stessa altezza del prisma. 

Teor. Y. — Un tetraedro i la ter:^a parte di un 
parallelopipedo che ha base equivalente a quella del te- 
traedro e la stessa alte^^a. 

Sia ABCD il tetraedro (fig. 180). Esso è equiva- 
lente ad un prisma che ha la stessa altezza e per base 



il triangolo ABE che è la terza parte del triangolo AB C 
{t. IV). Ma il prisma che ha per base AB C e per spi- 
golo AD è equivalente ad un parallelopipedo, che ha 
la base equivalente a quella de! prisma e lo stesso spi- 
golo AD (e, t. IV, 63), dunque un tale parallelopipedo 
è il triplo del tetraedro ABCD, e. v. d. 
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(ì?. Post. *). — Non È possibile dividere una figura 
poliedrica finita in parti poliedriche in guisa che trascu- 
randone alcune, le parti rimanenti, anche se disposte in 
differente modo, costituiscano una figura equivalente alla 
data. 

Osa. -— Dal postulato precedente segue tosto che 
parailelopipedi retti, che Iiaiino per base un quadrato 
■di lato a e diverse altezze non possouo essere equi- 
valenti ; e quindi parailelopipedi retti che hanno per 
■base io stesso quadrato e sono equivalenti a figure 
■equivalenti devono avere altezze eguali. 

Def. I. — L' altezza di un parallelopipcdo che ha 
per base un quadrato di lato dato a, equivalente ad una 
figura poliedrica dìcesi segmento associalo alla figura me- 
desima, rispetto al detto quadrato. 

Cosi la base di un rettangolo equivalente alla su- 
perficie di una figura poliedrica e di data altezza dicesi 
segmento associato alla superficie stessa, 

Teor. I. — A due figure poliedriche A e B finite 
equivalenti corrispondono due segmenti associati a e b eguali. 

E se B é equivalente ad una parte di A.,b è eguale 
ai una parte di a; e inversamente. 

Dimostrazione analoga a quella del teor. I, 63. 

Def. II. — Se una figura poliedrica A è equiva- 
lente ad una parte di altra figura poliedrica B, si dice 
che la prima A è maggiore della seconda B, e si scrive : 
A > B. 

E se A '^ B, si dice anche che B è minore di A 
e si scrive : B <^ A. 



■*) Anche questa proposizione può essere diraostr 
i la noia XKVIl dell' appeiuiice dell' Ed. comp!ct;i. 
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Cor. — Ognuno dei ire casi J ':> B, A r^ lì, 
A <i B esclude gli altri due. 

Dimostrazione come per le figure piane (e. t. II, 63). 

Teor. II. — Se da figure poliedriche finile equi- 
vatenti si sotlraggono figure poliedriche equivalenti si otten- 
gono figure poliedriche equivalenti. 

Dimostrazione come per le figure piane (t. li, 63}. 
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ESERCIZI 



. Daie due serie di segmenti WX e AX' in un segmento AS 
l' uuii crescente l'altra decrescente, tali che ogni punto à 
^B sia un punto Xo un punto X' e sia sempre AX<^ AX', vi 
è sempre un (e quindi infiniti) segmento XX' mino 



2. Se una figura finita poligonale J è maggiore o minore di 

un'altra figura poligonale B, essa è maggiore O minore di 
un' altra figura poligonale C equivalente a B. 

§ 3- 

3, Costruiti: un triangolo equivalente a un poligono regolare 

die abbia per altezza l'apotema del poligono. 

4, Determinare uo punto del triangolo tale die le rette coti- 

giungenti questo punto coi vertici del triangolo lo dividano 
in Ire parti equivalenti. 

5, Dividere il trapezio in n parti equivalenti (Colla sola scom- 

posizione mediante rette che incontrino le basì). 

6. La somma dei quadrati Ji due segmenti in cui viene diviso 

un segmento dato è minima quando i due segmenti sono 

7. Se sopra un diametro di un cerchio si prendono due punti 

equidistanti dal centro, k somma dei quadrati delle loro di- 



1 pun 



) della 



infere 
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8 luogo Jli punti dello ':pi?io [.ei qmh li soratm dei qui 

d'ali Uelle loro distinse di due punii dm e LOsuuti. (b) 

9 II rettangolo ivente per Ijii li somma e b differenza di due 

segmenti e equivalente alli differenza dei qoaJnti dei due 



10. Costi- 1 J il 11 11 iff 

rei) d d q d d 

11. Se in 1 1 q d d 1 q ! 11 

son d q d d gì 1 d 1 g i I 

13, Cosir q d d pp d q d 

13. Cosir -j 1 m à d q d d 

14. Il qu d d 11 1 d 1 q 1 I-I 

del q d d 11 idi 

1;. Costr q d pi d 1 d i 

16. Costr q i 1 1 t d q d 

17. In og p II 1 g I d q d die 

equ I II d q d i II d 1 

iS. Luog dp pqlldft d qd dll 

loro d d d p d 

19. Costr 1 1 d 4 ? — { 9) 

20. Se da p q ! q 1 1 p p d I 

lati d pi 1 d q d i g 

con d ! q 1 il d q d 

degl 1 ^S d p I p d I 

poi p p f d pi 

21. Se un 1 q 1 d -] d I p 

del le d q 11 1 I q i 

§ .^- 

22. Trasformare un prisma in un altro equivalente che abbia per 

faccia un poligono dato. 

23. Trasformare una piramide in un'altra equivalente che abbia 

una data altezza. 

24. Un prisma triangolare t equivalerne alla metà di un parallelo- 

pipedo avente per base una faccia laterale del prisma e per 
altezza la distanza dclh faccia dallo spigolo opposto. 
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25- Il q 1 d d o 1 J V 11 I PI -lo 1 

e; le e 11 o n ie qu i ile e p 1 

26. I p I a OD ngono !o p ol d e e i o o pun 

1 e d do o lo p gol oppo 00 p e 1 d do o 
1 e ed o n p e u 1 
2/ Un p no |. [.eie I oag u e p n 1 

d due p ol opp i e ed lo d 1 n 1 e p 

equivalenii (27). 
28 T ra tr d inCD 1 ^ 1 

4BCD d d b S i) 1 1 1 I 

di gli \ \ B P g 1 

di d JBCD q 1 \ p ili p 

pdhhpb Iql di pi ] 

p A B C \S f 1 à. 1B L D 

p d p 1 4 B p 1 [ p 

d 11 1 q p 11 1 p p i 

di 1 I p 11 1 pt d 1 

U 1 1 { 1 
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LIBRO QUINTO 



Oraiulezzc oiiiogeHco 

68. Oss. I. — Le proprietà fin qui studiate per la 
retta ed i suoi segmenti, pel fascio di raggi ed i suoi 
angoli, per ia circonferenza ed i suoi archi, pel fascio 
di piani ed i suoi diedri, riguardano le relazioni di iulto 
■e parte, di ordine, e di posizióne. 

Ad es. la proposizione: AB < CD [d. IV, 7), è 
una relazione fra i segmenti AB, CD di tutto e di parte ; 
la prop. : i dae segmenti AB e CD sono dello stesso 
verso o di verso opposto (d. I, 6 e 2), è una relazione 
■d" ordine ; la prop. : i due segmenti AB, CD sono in 
linea retta, è una relazione di posizione, 

Def. 1. — Gninde^^e- geomelriche,, o semplicemente 
grandezze, diconsi le figure considerate rispetto a tutte 
o ad alcune di queste relazioni. 

Def. II. — - i) La grandezza che si ottiene da una 
figura, facendo astrazione dalla relazione di tutto e di 
parte, si chiama gTande:;'^a estensiva, o forma delia figura 
■stessa. Ad cs. due triangoli qualunque hanno forma 
triangolare. 
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2) La grandezza geometricii che sì ottiene da una 
figura, facendo astrazione dalla posizione delle sue parti, 
dicesj invece grande!'^:(a intensiva, o quantità della figura 

Oss. II. — Neil' eguaglianza delle gi'andezze inten- 
sive non si tien dunque conto della posizione delle 
parti delle figure, mentre invece se ne tien conto Del- 
l' eguaglianza delle figure stesse. 

Def. III. — i)La grandezza intensiva del segmento 
rettilineo chiamasi àislan:(a dei suoi estremi. 

E la grandezza intensiva dell'angolo formato da due 
rette chiamasi pure angolo. 

2) La grandezza intensiva dei segmenti rettilinei, 
degli archi di circolo, o di altri sistemi lineari di punti 
che possono riferirsi alla retta, si chiama in generale 
lunghe^iX.^. Così la distanza di due punti è anche la 
lunghit^^^a del segmento determinato dai due punti ^). 

3) La grandezza intensiva di una figura piana, di 
una figura composta di figure piane, dicesi area della 
figura medesima, 

4) Una figura che non è composta né di sole rette 
né di soU piani dicesi figura solida. La grandezza in- 
tensiva di una figura solida dicesi volume della figura 
stessa. 



*) Mentre prima la parola distaìi-^ii è stata usata per via di 
locuzione, ora invece essa acquista un significato preciso e distinto 
da quello di «e^mento. La distanza (o cammino) percorsa da A 
j 5 È eguile T quella percorsa da C a O, più quella da £ a F,. 
iC il iegmento AB è somma di due segmenti eguali a CD ed EF; 
mentre i! 'iej;meiHo AB e la figura dei due segmenti C D sa EF 
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69. Def. I. — Se più grandezze J, if, C... si pos- 
sono far corrispondere lui ivocam ente a segmenti a, b, e... 
della retta, in modo die se a è eguale a b, è pure A 
ejJiiale a fì; se a è eguale ad una parte d'i b, A b pure 
eguale ad una parte iì B ; se e ^ a + b, alia somma 
e corrisponde ima grandezza C costituita dalle due 
grandezze A e B; e reciprocamente; ìe grandezze 
A, B, C-, si dicono grande:^!^e omogenee, e il loro insieme 
chiamasi sistema lineare omogeneo. 

Oss. I. — Ad es. nel piano tutti i rettangoli di 
egual base e di differenti altezze costituiscono un sistema 
lineare omogeneo di rettangoli. 

Nello spazio tutti i parallelo pi pedi retti di egual 
base e di altezze differenti costituiscono un sistema li- 
neare omogeneo di parallelopipedì. 

Def. II. — Somma di due o più grandezze ABC. 
del sistema intendesi la grandezza che corrisponde al 
segmento a -^ b -^ e -^ ... che si ottiene sommando 
i segmenti a, b, e..., corrispondenti alle grandezze date 
ABC... 

Multipla di lina grandezza A secondo il numero m 
si intende la grandezza che corrisponde al segmento 
multiplo secondo lo stesso numero tn del segmento a, 
che corrisponde alia grandezza data. 

La somma ed ì multipli di grandezze omogenee si 
indicheranno con gli stessi segni usati per i segmenti. 

L' eguaglian:{a. di due grandezze geometriche A. B 
viene indicata dalla scrittura : A ^b B oppure A ^z. B. 

E se un segmento a h maggiore di h o, ciò che 
è lo stesso se e è un segmento per cui a ^ b -^ e, 
si dirà delle grandezze corrispondenti A, B, C che A è 
maggiore dì B £ si scriverà A y- B. oppure A ^he B -t- C. 
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Che se a. <^ b, sì din\ che A è minore di B a sì scri- 
verà A < B. 

Cor. I. — Da: A z^ B segue B z::z A. E da : 
A =: B n ~ C segue pure: A = C 

Cor. IT. — Da: A y- B B := C come pure da : 
A > B B y C segìie : A > C 

Cor. III. — E delle tre relazioni A > B, A = B, 
A <C B fra due grande^^e, una ha necessariamente luogo, 
e questa esclude ciascuna delle altre due. 

La dimostrazione di queste prime proposizioni di- 
scende di pei' sé dalle proposizioni analoghe pei seg- 
menti. 

Def. III. — [) Differenza di due grandezze A eB 
(la prima maggiore della seconJa), dicesi la grandezza C 
tale, che C -h B zn A. 

2) Siiinmultipla di una grandezza A secoìido Ìl 
numero n, intendesi la grandezza del sistema, il cui 
multiplo secondo lo stesso numero è A. 

La differenza di due grandezze e i sumniultlpli di 
una grandezza si indicheranno con gli stessi segni usati 
per i segmenti. 

Kcf. IV. — Diremo che due classi di grandezze 
omogenee sono contigue quando le grandezze deli' una 
sono tutte minori di quelle dell' altra, ed esistono due 
grandezze appartenenti rispettivamente alle due classi 
tali, che la loro differenza è minore di una grandezza 
ad esse omogenea, data ad arbitrio. 

Def. V. ■ — Se le grandezze di un sistema omo- 
geneo corrispondono univocamente ai segmenti della 
retta, Ìl sistema dicesi continuo. 

Oss. IL — Pel sistema continuo di grandezze 
omogenee della def. V vale anche il postulato d'Archi - 
mede, cioè: Se A <^ B vi è un numero m lale, che è 
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^w > fi. E noi parlando in genere di sistema lineare 
continuo di grandezze intenderemo che esso sìa assog- 
gettato a questo postulato. 

Fra due classi contigue di grandezze in un sistema 
continuo di cui !a prima non abbia una grandezza nias- 
sima, e 1' altra una grandezza minima, esiste una ed una 
sola grandezza del sistema. Ciò deriva dal post, del n. 58, 
e dalla corrispondenza fra le grandezze del sistema e i 
segmenti della retta. Le proprietà di questi sì estendono 
cosi senz'altro alle grandezze di un sistema lineare 
■continuo. Così ad es. : Ogni grande:(^ia di un tal sistema i 
divisibile in un numero n qualunque di parti eguali. 

Secondo che una granàe^^a è maggiore, eguale mi- 
nore di un altra, ogni grande^T^a multipla della prima é 
maggiore, eguale minore di una grandes^^a equimultipla 
della seconda. 

Teoi". I. — Secondo che il numero m è nioggiore, 
-eguale minore di n, la grQnde:(^a A — è maggiore, eguale 
minore di Aj e reciprocamenle. 

Sia ra > !! e quindi : m z= n -y- p. Sarà A '"^ la 
■somma di «volte A--- e di altre p volte A -; e poi- 
ché la somma di n volte A - non è aln-o che A, sarà 
A — eguale ad A più un'altra grandezza, cioè A — '^ A. 

Se poi m ^ n si conchiude tosto che A — zn A, 

Analogamente per m < n. 

I casi recìproci dì questi tre si verificano facilmente 
■mediante riduzione ad assurdo. 
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Teor. II. — La parie ennesima di una grande^X^-f 
quando n e abbastan^ia grande, è minore di ogni grande:iia 
datti, omogenea alla prima. 

In altre parole se A s B sono due grandezze omo- 
genee date arbitrariamente, esisto un numero n tale 
che è: i^g 

A 
Infatti se A -^ B s\ ha ; — < ^^ qualunque sia 

« >■ I ; e se y^ > B, per il jìost. d'Archimede esiste un 

intero n cale, die i:B';>Ae quindi : — < S. 

Teor. RI. — Il mniliplo secondo il numero m del- 
l' ennesima parte di una grande^^a data é eguale alla en- 
nesima parie del maltiplo della gi-ande:^:^a stesia secondo' 
il numero vi. 

Basterì dimostrare il teov. per i segmenti. Sia AB' 
un segmento; dico che 

.-!F, _{AB)m. 

Infatti se si divide AB in n parci cgnali, la somma 
di n. m o di m. n di qnesce partì di il multiplo (AB) m, 
e qnindi la somma di m di queste parti medesime è Lt 
ennesima parte di {AB)m, cioè appunto: 

.^B ( .'HI) m 

- mi "2 ■■ - - (i) 

Se la grandezza data C non è un segmento, e nel' 
sistema a cui essa appartiene è (AB) il segmento cor- 
rispondente per l'oss. Il, dalla (i) trarreino 
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Teor. IV. — Date due graiide:^^e omogenee B e C\ 
se C non é un multiplo di un sunimuìtìplo ài B. vi sono 
due classi contigue formate dai mullipli di summaliipH di 
B fra le quali è compresa la grande:^:^a C. 

In luogo di due grandezze omogenee possiamo 
considerare due segmenti AB e ^ C di una stessa retta 

(oss. II, 69). Se non è AC~(AB) ~, il punto C 
sarà compreso in una ennesima pane dì AB, dovendovi 
essere un numero m niie c'we : 

-^--m<AC < ■^^/; + I (post. IX) 



AB— <_ AC < AB ■-—- 

Indichiamo con {AB)h la classe dei midtlpli di 
summultipli di AB^ minori di v^C e con (AB)h' la 
classe di quelli maggiori di ^ C; dico che le due classi 
(AB)h. (AB)h' sono contiguo, e die per ciò fra esse 
esiste il solo segmento A C. 

Infatti la differenza dei due segmenti - — (m -h 1} 

.4B AB ... ,, , AB , 

e — m è — , e qumdi per n abbastanza grande ■ — e 



minore di ogni segniento dato (t. II) epperó il teo- 
rema è dimostrato (oss. II). 

Oss. ITI. — Pel teor. ora dimostrato, date le classi 
Bh, B h' la grandezza C è pienamente determinata; 
perciò scriveremo: B(bh') := C. Oltre a ciò, data la 
classe Bh, la classe Bh' è pure pienamente determi- 
nata, essendo costituita da tutti 1 multipli di summnkipli 
di B maggiori di C; perciò possiamo anche scrìvere ; 
B h zz: C intendendo con ciò che per costruire C si 
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costruisce la classe B/j, e poi la classe Eh', e che C è 
la grandezza esistente fra Bh e Bh'. Diremo anche die 
eseguendo su B le costruzioni indicate dal simbolo b 
si ottiene C. 

Lemma. — Se A e B sono grande:{:^e omogenee, 

secondo che le grandei^^e A — della classe A h sono mag- 
giori, eguali minori delle grande^^e B — della classe 

B h, la grtindeii^n A' ■=: Ah è maggiore, eguale o minore 
Mia grandezza B' =. Bh. 

Infatti nel primo caso vi deve essere una gran- 
dezza B ■ della classe B h' minore di una grandezza 

Q 

A — della classe Ah, altrimenti tutte le grandezze 

B della classe Bh' sarebbero esimli o maggiori 

•1 

delle grandezze A — . Ma le srandozze B non 

" 1 

possono essere eguali a grandezze A — perchè scelte 

<ìae tali grandezze in modo che sia 



un'altra grandezza ^^-- ■■ < B ^-^ ài B h' sarebbe 
minore di ^ — , contro 1' ipotesi. E nemmeno tutte 
le 5 dì Bh' possono essere maggiori di qua- 
lunque A~ dì Ah, perchè o le iì apparter- 
rebbero tutte alla classe Ab' e hi tal caso la classe 
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B h' coinciderebbe con Ah' e così B h con A h, oppure vi 

sarebbero orande^ze A minori di tutte le B 

" 1 

ed allora vi sarebbero pure graiide?;ze B— di B è com- 
prese fra due di dette grandezze A e B ; 

lo che contraddice al dato che le grandezze di Ab, che 

sono minori delle grandezze di Ah' e quindi di A , 

siano maggiori di quelle della classe B h. 

Essendovi dunque una grandezza B minore di una 

1 

grandezza A — sarìi B --^ ' < ^', poiché^' è nia"- 

giore di tutte le grandezze A ■■-. Ma B >■ B', 

dunque; B' < S^^' < A\ e quindi A' > B' . 

q 

Da ciò risulta anche il terzo caso dei lemma, e 
quindi anche il secondo. 

Osa. IV. — Se le grandezze A — di una classe 
Ah sono maggiori, eguali o minori delle grandezze 
J! — di un' altra classe B ^ si scriverà : 



Ah <^B b. 



grande^^e omogenee. 



Ss Ah b un multiplo di A, secondo il numero fi 
xìndo die/(-^B, si ha: Ab'^Bh [i. I, io). 
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Si: Ab è un multiplo di un siimnuiltiplo di A, se 
è cioè della forma A — si ha pure: Ah —Eh. 

Se Ah e Bh non sono nei casi precedenti, e le 
grandezze A - -, B — appartengono alle classi Ah, Bh, 



Teor. VI. - SeA=.Bh, C—DheseB^Ah, 
é pure D — Ck. 

Se A i multiplo di B secondo un mimerò wi, B è 
SLimmuitiplo di A secondo lo stesso numero, e quindi 
anche D di C, vale a dire: 

B = A-'- D—C-' 

Ss A è multiplo di B secondo il numero ni della, 
ennesima parte di B, B è summnltiplo secondo il nu- 
mero w della parte emmesima di A; e la stessa rela- 
zione ha luogo fra D e C\ vale a dire; 

Bz=A— D = C — 

Ss A h determinato da due classi contigue di mul- 
tipli di summuliipli di B sopra descritte, se ad es. si ha: 

b'^<J<B "±-'- (I) 

si ha pure : 

n- <_€ <iD — — 

La grandezza B non può essere un multiplo di ur 
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sunimukiplo di //, ad es. B ^ A ~ perchè ^i a\rebbc: 

Ai^ B — contro il KLipposio. 

Per formare te classi contigue Ak, Ak' fra le quali 
è compresa iì, osserviamo che dalle due diseguaglianze: 

B— <A A <iB --" '■ si l-.a ; 

A ----- <: B <_ A " (2) 

■ciuiiidi A appartiene alla classe Ak, e A — alla 

' i" -h I ' ' 'Il 

•classe Ak'. 

Reciprocamente, dati due multipli successivi di uu 
multiplo di A fra cui sia compresa la B si ottengono 
con lo stesso metodo due multipli di summultipli dì B 
che appartengono alle due classi Bh, Bh' di A, 

Ciò significa che considerando tutti i multipli suc- 
cessivi di situi multipli di B, fra i quali è compresa A, 
da essi si ottengono dei multipli di summultipli di A 
che costituiscono le classi Ak e Ak' che determinano B. 
Siccome le relazioni (i) e (2) valgono anche per le 
grandezze C e D. per essere C rz Dh ne consegue che 
!e classi Ck e Ck ' determinano la grandezza D, e 
quindi D zz Ck. 

Oss. V. ~ Se Ah — A', la classe A' k si Ìndica 
anclie con Ahk. 

Teor. VII. — Se X é una griinde^:(^ci, la grandéi:(a 
■determinala dalla classe Xhk coincide colia grande^^a de- 
terminata dalla classe- Xkh, cioè: 
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Possliimo rappresentare la grandezza Xeon un seg- 
mento AX (oss. II„ 69}; si vuol dimostrare che: 

{AX)hk = {AX)kh. 
i) Se {AX) hk è multiplo secondo il numero in- 
tero n del multiplo secondo m dei segmento \AX) la 
relazione : 

(AX)mn~[AX)nm 
è conseguenza della proprietà' commutativa della somma 
dei segmenti. Ad es. {AX) 3.2 = {AX) 3 -+- {AX) 3 = 
{AX) + (^Z) + {AX) -H C^Z) + (^X) -I- {AX) = 

(^X)3-J- (^X)2-l-(^X)2 = (^Z)2. 3 . 

2) Se (y^X) è/; ò ~ del multiplo secondo il nu- 
mero intero / di AX si ha: 

Similmente si ha : 

(AX)- 1 ='-^^' iirl— '''^''"' — ''"'''' " = UX): ■ '" 



(JX) 



3) Si ha inoltre : 

^^{AX)<>< 



jA^:>p--^i^jx)^.^ 



4) Sia ora {AX)h ^ AB e non sia AB multiplo di 
un summultiplo di AX; allora se {AX) — Ìndica un 
multiplo qualsiasi di nn summultiplo di AX apparte- 
nente alla classe {AX)h e {AX) un multiplo ap- 
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partenente alla classe contigua (AX)k' (oss. Ili) si ha: 
(i) {JX}'"^ <JB<: {AX)~- 

Sia k della forma - -,siha: 
Q 

{AX) -™ -J- < {AB) -J- < {AX) '"-J--^ A 
od anche : 

(-<^' 7 V <('<'') 7 < '^^) 7 ^ ■ 

Ripetendo ciò per ogni segmento (^-Y) della classe 
{AX)b si ha 

Se invece (i^AX)h)ìt:rL AC non ò un multiplo di un 
SLimmultipIo di AB si avrà 

(AX)h p < ^C < {AX)h '"-'— 

ossia 

(-^Z) ^ /; < ^C < [AX) -'^^ 6 

Ciò avendo luogo per ogni segmento della forma 

{AX)h "^ della classe {AX)hh si conchinderi'i; 

{AX)hk = AC = (AX)hh 
e. d. d. 



yGoosle 



Grandezze [iroporzioiiali 

70. »ef. I. - Se quattro grandezze A e B, J' e B' 
le prime due omogenee, e le altre due omogenee tra 
loro, ma non necessariamente con le prime, sono tali 
che la prima e la terza sono multipli secondo io stesso 
numero rispettivamente di due sumraultipli della seconda 
e della quarta secondo lo stesso numero, o la prima e la 
tei^za sono comprese fra due classi contigue determinate 
dagli stessi multipli di eguali summultipli rispettivamente 
della seconda e della quarta, si dirà die : il rapporto 
della prima alla seconda é eguale al rapporto della ien^a 
alla quarta ; oppure che la prima sta alla seconda come 
la ter:(a alla quarta ; od ancora che : le quattro gran- 
de:{^e date sono proporzionali, o in proporzione nell'ordine 
in ali si sono considerate. E si scriverà : 
J : B = A' : B'. 

Le grandezze A A' diconsi antecedenti ; e le B B' 
conseguenti della- proporzione : A : B ^z A' : B' . 

Oss. I, — La definizione precedente dice in sostanza 
che l'essere A, B A\ B' proporzionali vuol dire che si 
verifica o l'uno o l'altro dei seguenti casi, e cioè : 

A — B~ A' ~ B' '-^ 
oppure: A^B(hh'), A'^B'{hh') 
o, ciò che è lo stesso 

A^Bh A'~B'h. 
Oss. II. — Dalla def. precedente si ha che, tanto 
nel caso in cui j^ = B — A' ^^ B' —, quanto nel 
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caso A ::rL Bh A' zz: B' h, la prima e la terza si de- 
ducono ri spetti vamente dalla seconda e dalla c|uarta colla 
operazione geometrica indicata dallo stesso sÌQibolo h. 
Oss. ITI. — Dalla def. medesima emergono senza 
altro alcune facili conseguenze, fra le quali le princi- 
pali sono : 



I) A : B = A 


: E 


i) Se A : B = 


A' : B', si ha che; 


A' 


: B' = A : B 


i) Se A = A', 


e B = B' à ha che 


A 


: B = A' : B' 



^) Se J : B = C : D s se A =z A' e B = B' , 
si ha che: A' : B' = C : D ecc. 

Def. II. — Nella proporzione A -. B zz: A' : B', 
B e A' sì chiamano medi, A e B' estremi; e la gran- 
dezza B' dicesi quarta propor:^ionaie dopo le tre gran- 
dezze AB A'. 

Nella proporzione A : B z=. B : B' , B' dìcesi la 
ier:^a propor7Jonah dopo le due grandezze A, fì, prese 
neir ordine A B. H nella stessa proporzione 

A ■ B ■= B : B' 
la B dicesi media propori^ionale o media geometrica delle 
due grandezze A, B. 

Ad es, : qualunque grandezza B è media propor- 
zionale fra un multiplo B m e un summultiplo secondo 

lo stesso numero B — di essa ; In altre parole se ; 



■ -zz D III e per i 



i A : B = B: B' 



(d. Ij. 
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Media aritmmca delle due grandezze A e B dicesi 
invece la metà della somma A -i- B. 

Teor. I. — Nel piano due rettangoli di egual base 
sono propori^ionali alle rispettive aUe:^^e. 

Sia AB h. base comune di due rettangoli posti in 
un medesimo piano e giacenti da una stessa banda di 
esso rispetto ad AB; e siano AC'^ AC le rispettive 
altezze e ^C < AC (%. i8i). 



Se AC ^ (A C) m, coiiduccndo dal punti di di- 
visione di A C in Zìi segmenti eguali ad A C le paral- 
lele alla base A B, e ricordando clie i rettangoli di egual 
base e di eguali altezze sono eguali, si avrà: A CD' B ^ 
(ACDB)m, da cui: ACD'B : ACDB =AC : AC 

(d. I). Se ^ C ^ (A C) —, nel qual caso AC b somma 
di m segmenti AX eguali alla parte ennesima di AC, 
si avrà analogamente ACD'B ^ (ACDBj —, da cui: 
ACD'B : ACDB = AC : A C 
Se infine AC ^i {AC)h, basterà osservare che 
al segmento generico: (AC)~ appartenente alla classe 

{^C)fc, corrisponde ilrettangolo : (^ Ci? iì) — e quindi 
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alla classe (JC)h corrisponde k classe di rettangoli 
{ACDS)h, che determina il rettangolo AC'D'B. Per^ 
tanto anclie in t]uesto caso : 

AC'D'B : ACDB = AC : AC. 
Cor. — Le aree- delie figure piane poligonali sono 
propor:{iotiali alle basi dei reltatigoli di eguale aUe;^^a e 
od esse equivalenti. 

Teor. II. — Nello spazio due paralklopipedi retti 
di sgual base sono propof:(ionaU alle rispettive aUe^T^e. 

Dimostrazione analoga alla precedente. 

Cor. — / volami delle figure solide poliedriche sono 
propor:^ioiiali alle alie:^:(^e dei paralklopipedi che hanno la 
slessa base e sono ad esse equivalenti. 

11. Teor. I. — Se dite rapporti sono eguali ad un 
teT:^o rapporto, i due rapporti sono eguali. 

In altra fonn^: àa A : B — A' : B' z A' : B' == 
A" :B". si deduce: A : B = A" : B" . 

Infatti se è A:^ Bb in causa della proporzione: 
A-.Bzn A' : B', è pure A' := B'h; ed in causa della pro- 
porzione : A' : B' ^z: A" : B", è pare A" ■z^B"h. Per- 
tanto A : Bz=. A" : B" (oss. I, 70). 

Cor. — 5^ A:B~A':B' e A : B =: A" : B' è 
A' z=A". 

Infatti sì ha A' : B' =: A" : B', epperò A' e A" 
sono dedotte da B' colla stessa operazione, e quindi 
A' =A". 

Teor, II, — Non pub esistere pia di una quarta 
proporzionale dopo tre grandei^x^ date. 

Siano AB A' le tre grandezze date; dico che non 
può esistere che una sola grandezza B' tale che: 
A: B~A- -.B'. 
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Infatti se i è il simbolo esprimente V operazione 
con cLiì da ^ si ottiene ÌJ, cosicché B zr Ah e se esiste 
la grandezza .8' ==; A'h, às. A i^ Bk si trae {reor. VI, 69) 
A' =: B'h epperò: 

A:B = A':B'. 

Per un' altra quarta proporzionale B" sì avrebbe 
pure : 
A:B~A':B" da cui B" — A'h e quindi B" = B' 

Teor. III. — Se quaitro grandezze sono proporzio- 
nali, permutando gli antecedimi coi cotiseguefiH ii otten- 
gono quattro grande^^^e propor:{ionali. 

Sia la proporzione A : B -zz. A' : B'; dico che 
B:A — B':A'. 

Infatti essendo : A z=z Bh A' =: B' h, posto che 
sia: B=Ak pel teoi-e:iia VI, 69 avremo: B' ziz A'k 

B: A =B' : A'. 

Teor. IV. — Se quattro grandei^i^e sono propor:{io- 
nali, secondo che la prima è maggiore, eguale, minore della 
seconda, anche la teri^a é maggiore, eguale, minore, della 
quarta. 

Sia la proporzione A : B -zz A' : 8'; dico che se- 

i^B è A' ^ B'. 

Sia dapprima A '^ B. Se A ^ B ~ si avrà m'^ n e 

quindi dovendo essere A'zzB' — sì avrà anche ^' "^B'. 

Se invece: B — <^ A <i B -—, essendo per ipotesi 

H < ^ si avrà B < fi-'-"^- . cioè 11: ^ n. Segue da dò 
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che B' — ^ B' eJ essendo in causa della proporzione 
data; B' ~ < A'<b'^^^^- sarà: A' > B' . 

Sia ora A ■=. B, o ciò che h lo stesso Ai^ B ~; 

dalla proporzione data si avrà A' zz::B' — cioè A' -^B' . 

Sia in6ne A <C. B. Per provare clie A' < B' basta 
scrivere (teor. Ili) la proporeione data cosi : 

B:J = B' : A' 
ed applicare il risultato ottenuto nel primo caso. 

Teor. Y. — Se quattro granàene sono proj>oriÌo- 
nalij sostituendo a ciascun antfcedenle la somma di esso e 
del proprio conseguente (o la differmia di esso ed il pro- 
prio conseguente se questo é minore del primo) si ottengono 
quattro grande:^^e proporzionali. 

In altra forma, ss A : B ^ A' : B' si ha : 

A ■+ B : B zr: A- -^- B' : B' 

e se A> B sì ha: A — B : B — A' ^ B' : B' . 

Infatti poiché A : B nz A' : B' , se 6 è il simbolo 
esprimente l'operazione con cui da B sì trae A, si 
ha: A= Bh. A' — B'h, epperò A -t- B ed A' -h B' si 
deducono rispetti vani ente da B,B' con la stessa opera- 
zione, cioè ^ -+- S = B {[ -H/j), J' -^B' — B' (i+h). 
Lo stesso di A — B, A' -- B', t|iiando A ^ B. Adun- 
que : A + B: B z=A' -h B' : B' , e quando A > B 
A ~ B: B^A' ^ B' -.B'. 

Toor. VI. — Se quattro grande:^:ze omogenee sono 
proporzionali, scarnhiùndo i medi (o gli estremi) fra loro 
si ottengono quattro grandezze proporzionali. 
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Difatci da: ^:-Bz= C-.Dsi ha: À=Bh, C=Dh. 
Ora se ^ 1= C/:, si ha ; À = Dhh z=z Dkh (t. VII, 69} 
epperò: B/? 7^ D^/j, cioè Bz:zDh{u VI, 69); dunque 
^ : C := B : O. 

Teor. TU. — Se quattro grande^^e omogenee sono 
proporiionali, secandoche la prima é maggiore, eguale 
minore della ter^a, la seconda è maggiore, eguale minore 
della quarta. 

Infacti dalia proporzione A:Bz^C:D si ricava: 
: C zz: B : D {i. VI) quindi per il teor. IV secondocliè 



B^D i 



,>> 



e reciprocameni 



Teor. Vili. — Se due proporiioni h 


'anno gli sussi 


conseguenti (antecedenti), gli antecedenti (i co 


nsegmmi) sono 


proporìiùnaU. 




Siano le proporzioni 




A:Bz=C:D 




F:B-=F:D; 




dico che ; A : E z:z C '. F. 




Inlatli si Ila 




A: C=B:D; F: F=Bi D 


(t. VI) 


da cui A: C= F: F 




e per ciò A ■ F ^ C : F. 





Se invece sono eguali gli antecedenti, scambiando 
nelle due proporzioni gli antecedenti coi conseguenti 
(t, III) si ricade nel caso precedente. 

Teoi". IX. — Se due propor:^ioni hanno gli stessi 
medi, il primo estremo della prima sta al primo estremo 
della seconda cóme il secondo estremo della seconda sta al 
secondo estremo della prima. 

In altra forma st A : B_— C : D. E : B := C : F 
sìha A: E=F: D. 
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Infatti dalle relazioni 

J~Bb C—Dh, B=Ek sìhii 
A = Ekh, F^ Ck — Dhk — Dkh 
donde A: E^f: D. 

Cor. — Non pub esistere che una gratide^^a media 
propor:{ionale tra due date. 
Infatti se fosse : 

A : B — B : C A : X = X : C 
se ne trarrebbe : 

B : A— C : B X : A — C : X 
e quindi B : X — X : B. 

Ora non può essere B > X; perchè la terza gran- 
dezza di questa proporzione dovendo esser maggiore 
della quarta, se ne trarrebbe X <l B; né può essere 
B <^ X per la stessa ragione. Sarà dunque B ^ X. 

Teoi". X, — Se più rapporti di grandezze omo- 
genee sono eguali, la somma degli aniecedenli, la somma 
dei conseguenti, un antecedente qualunque ed il stia con- 
seguente sono propor^jonali. 

Siano A^^ : B^=. A^ : B^—. A^ : B^ Anzitutto 

da y^i : S, zr ^g r B^ si ha ^, : ^3 z= B, : Bg e quindi : 
A, -i- A^ : A^ = B, -t- B^ : B^ 



e d 


la,, 


uesta pi 


■oporzio 


ne < 


i dalla 


4 


■.B, 


= 


J, 


ha 


similmente 




















A 


+ A ■ 


B, 


+ B, 


= 


A 


■.B, 




donde 




















J, 


+ A, 


+ 4 : 


1''! 


-1- & 


-\- 


B, = 


= -1 






E 


cosi di 


seguite 
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Cor. — U rapporto di due grande:(^:(^e è eguale al 
rapporto di due equimultipli o di due equisummulHpH delle 
grande:^^e date : 

Cioè A : B — Am : Bm J : B ~ ^ : ^^. 

73. Def. — Date due sene di grandezze : ABC..., 
A'B'C... in corrispondenza univoca e tale clic rispetto 
a due grandezze corrispondenti A A' {fondamentali) 
altre due grandezze corrispondenti qualunque BB' for- 
mano lina proporzione, cioè : 

B : A =. B' : A\ oppure: B : A ~ A' : B' 
si dice che le due serie di grandezze sono in corrispon- 
den:{^a di propor:^ionalità. Nel primo caso la proporziona- 
lità dicesi diretta, nel secondo, inversa. 

Teor. I. — Due grande^^e qualunque corrispondenti 
di due serie proporiiunaii possono essere considerate come 
grande:^s^e fondamentali. 

Difatti si abbia : 
B : A = B' : A' C : A : 

dico che B ^ B' possono essere 
grandezze fondamentali. 

Dalla prima si ha A : B r^ j- 
e dalla prima e dalla seconda si ha . 
(t. Vili, 70) donde C : B =^ C : B-. 

Ma S e B' sono due grandezze qualunque corri- 
spondenti dei due sistemi direttamente proporzionati ; 
dunque esse possono essere assunte come fondamentali. 

Se la proporzlonaliiià fosse inversa si avrebbe : 
B : A =z A' : B' C : A z= A' : C 

da cui B : C = C : B' 

od anche C : B = B' : C. 



-C : A 






considerai 




<■ : B' (t. 
J : e = 


IH, 
B' : 


7») 
C 
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Teor. II. — Se le grande^^e di due serie diretta- 
mente propori^ionaU sono omogenee, il rapporto di due 
^rande:;^e corrispondenti é costante. 

Difatti se A A' , BB' sono due coppie qualunque 
di grandezze corrispondenti, si ha : 

A : B — A' ■ B' 
da cui appunto : A : A' za B : B' (t. VI, 71}. 

Teor. III. — Se due serie di grande^^e sono diret- 
tamente propor:{ionaU, e la differenza di due grande^i^e 
dell'una può essere minore di ogni grande:{:{a omogenea 
alle prime, data ad arbitrio, lo stesso ha luogo della diffe- 
renza delle grandezze corrispondenti della seconda serie. 

Se X T, X'Y' sono due coppie di grandezze delle 
due serie si iia : 

X : Y = X' : y. 

Supporremo X > 7 e quindi anche X' > ¥'- 

Siccome X e Y possono essere scelte in modo che 
X — y sia minore di ogni grandezza data omogenea 
ad X ed y, possiamo supporre che sia : 

7 < À' < 7 (i + ^) 

di guisa elle la diiTerenza X — Y sia njiiiore di Y — 

perchè Y ~ è per n abbastanza grande minore di ogni 

grandezza data omogeuea a Y (t. II, 69). Analogamente 
si avrà per la supposta proporzionalità; 

7' < X' < Y' (i + i) 

cioè la differenza X' — Y' sar;\ minore di Y' —. Ma 
si può sempre scegliere n in modo che Y' — sia mi- 



y Google 



nore di ogni grandezza data omogenea alle X',Y'; per- 
tanto anche la differeni^a X' — Y' può esser più pic- 
cola di coni grandezza data, e. e, d. 



§ ;■ 

Segmenti pt'opoì'zìouaii 

73. Teoi". I. — Nel piano due rette sono divìse da 
un fascio di parallele in due serie di segmenti direllamente 
proporzionali (teor. di Talare). 

Se le rette date r r' sono parallele (fig. 182 a), i 
segmenti dell' una sono rispettivamente eguali ai seg- 
menti corrispondenti dell'altra (t. IV, 18}, cioè: 

AB = A'B- BC = B' C 
e quindi AB : B C z=. A' B' : B' C . 



:-E 



A A' 

V 



Se le rette r r' si incontrano nel punto O (fig. 182 h) 
e se AB, AC sono due segmenti qualisivogliano della 
prima serie, A' B\ A' C , i segmenti corrispondenti della 
seconda, basterà dimostrare che ; 

AB : AC = A'B' : A' C - 
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Sia JB ^ (AC)m e si conducano dai pumi di divi- 
sione di ^ S le parallele alle rette dei fascio. Per il 
teor. VI, 27 il segmento A'B' risulta eguale ad (^'C)m; 
donde J B : A C ^ J" B' : A' C . 

Nel caso che AB ^ {AC) —, come pure \ie\ caso 

che sia AB'.^ (A C)h in generale, la dimostrazione è 
la stessa ciie pel teor. I del num, 70. 

Abbiamo dunque in ogni caso : 

AB : AC — A'B' : A'C. 

Cor. — In ogni triangolo la parallela ad un lato- 
divide gli altri due lati in parti rispettivamente propor- 
^{ionali- 

Se DE è la parallela al lato 5C(fig. 183), condotta 
da A la parallela FG alla B C, le due rette AB, AC 
sono divise dal fascio delle parallele FG, DE, BC io due 
serie di segmenti direttamente proporzionali ; epperò ; 

AD : DB =zAE : FC 
donde: AD : AE — D B : FC. 



Teor. XI. — Nello spazio due rette sono divise da un 
fascio di piani paralleli in due serie di segmenti diretta- 
mente proporzionali. 

Siano AA', BE', CC... i punti nei quali Ì plani 
afiy... incontrano ìe due rette date r r' (fig, 184). 
Condotta per A' la parallela r" alla r, e detti B" C" ... 
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1 punti d'incontro di essa con questi plani, le rette 
AJ", BB", ce... saranno parallele, come rette di 
intersezione dì piani paralleli a/ìy... col piano delle due 
rette rr" ; e cos'i pure le rette B" B', C" C ... saranno 
parallele, come intersezioni degli stessi piani col piano 
■delle rette r"r'. 




■Segue da ciò: AB = A' B" BC = B"C" 
ma A'B" : B" C" — A' B' ; B' C quindi: 

AB : BC = A'B' : B' C 

Teov. III. — La retta che divìde due lati di un 
triangolo in parli rispettivammte proporzionali é parallela 
al ier:(0 lato. 

Nel triangolo ^5C(6g. 183) la rena DE divida Ìl 
iato AB in due parti rispettivamente proporaìonalì alle 
parti in cliì divide il lato AC; cioè sia: 
AD : AE = DB : F.C. 
Se la parallela al lato B C passante per D non 
fosse la DE ma la DX, si avrebbe (e. t. I) 

AD : AX-~ DB : XC. 

Ma dalle due proporzioni precedenti si ricava {t. Vili, 70^ 

AE : AX — EC -.XC; 
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indocile i AE ^ AX, dalla figura si trae 
invece dalla proporzione si trae ; 
E C ^ X C (l. IV, 70) ; dunque X deve coincidere 
con E 

Teor. IV. — h triangoli equiangoli i loti opfiosti 
ad angoli eguali sono proporzionali. 

Siano ABC, J'B'O i due triangoli equiangoli, 
tali cioè che gli angoli in A, B, C sono rispettivamente 
eguali agli angoli in A', B', C ; dico che : 

AB : A'B' = AC : A' C = BC : B' C . 
Infatti siano AB" = A'B', AC sa A' C (fig. 1 85) ; 
i triangoli AB"C" A'B'C sai-anno eguali per avere 
due lati e l'angolo compreso eguali, dunque AB" C" ^ 
AlS^C =E Alfe e per ciò le rette BC, B" C" sono 
parallele (t. I, 23), Per conseguenza 

AB" : B"B = AC : C" C (t. I) 
od anche B"B : AB" = C" C : ^ C" (t. III, 70) 




donde (t. V, 70) AB : AB" — AC : AC" ; 

ma AB" ss A'B', AC" s A'C, dunque 

AB : A'B' = AC : A'C 

Nello stesso modo si prova che 

AC : A'C = BC : B' C 
BC : B'C -- AB : A'B'. 
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Cor. I. — Due triangoli che hanno due coppie di lati 
proporzionali e Tangolo da esse compreso eguale, sono equi- 
angoli. 

Sinno ABC, A'B'C i due triangoli (fig. 185) e sia 
(i) JB : A'B' = AC : A" C e ^: = bI^C 
dico elle: 

ABÌ: = A'^C 
Infatti sia come prima AB" ^ A' B' , AC" -^ A' C ; 
i due triangoli ^'B'C, ^6"C" saranno eguali. Dalla(i) 
però si ha : 

AB : AB"- = AC : AC" 
ed essendo B" C" , 5 C parallele (t. Il) Ì due triangoli 
ABC, AB"C" e perciò anche ABC, A'B'C sono 
equiangoli. 

Cor. II. — Dite triangoli che hanno i lati propor- 
^ionali sono equiangoli. 

Siano ABC, A'B'C \ due triangoli e sia: 
(i) AB : A'B' = AC : A' C — BC : B' C ; 
dico che i due triangoli sono equiangoli. Sia come prima 
AB" = A'B', AC" = A'C; si ha pure dalle (1) 

AB : AB" — AC : AC" ; 
vale 3 dire le rette B"C", BC sono parallele. Si ha 
pure (e. 1) 

AB : AB" — BC : B" C" 
ossia AB : A'B- =: BC : B" C" ; 

ma è per dato : 

AB : A'B' ^ BC : B' C 
dunqnc B' C = B" C" 

vale a dire i triangoli AB" C", A'B'C per avere ri- 
spettivamente eguali i tre lati sono eguali ; e siccome 
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ABC, AB" C" sono equiangoli, cosi anche ABC, 
A' B' C sono equiangoli. 

Probi. I. ~ Dali tre segmenti costruire ti quarto 
propor:(ionale. 

Siano a, b, e i tre segmenti ciati (fig. i86). Sopra 
i lati di un angolo qualsiasi non piatto, di vertice Osi 
prendano consecutivamente OA ^ a AB ^ b;, sul 
primo lato e sopra l'altro lato il segmento OC ^ e, 
quindi da B si conduca la parallela alia retta AC e sia D 
i! punto d'incontro di questa parallela col lato 0C\ si 
avrà : 

a : e =ib : CD 



7 =: e : CD 



e sarà CD il segmento richiesto. 




Comunque s'a scelto poi 1' angolo di vertice O il 
segmento quarto proporzionale ai tre dati a h e sarà sem- 
pre eguale a CD (t. II, yo)- 

Prol)l. II. — Dali due segmenti a b coitruire il 
ter^^o proporzionale dopo a e b. 

Si costruisca il segmento quarto proporzionale dopo 
uh b, con la regola precedente. 

Probi. III. — Dividere un segmento in parli pro- 
porzionali a più segmenti dati. 

Se il segmento dato che si vuol dividere h AB si 
conduca da A un raggio qualunque che non sia sulla 
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retta j^B, e si prendano su di esso 1 segmenti JA-^,A-^Bj^ 
j5j C'i, C^Z>i eguali ai segmenti dati a,b,c,d{^g. 1S7). 

Si unisca Dj con B e dai punti intermedi A^ B^ Cy 
si conducano le parallele a D,B, Detti LMN i punti di 
incontro di esse con Aiì si avrà : 
AL:AA^ — LM:A^B, — MN: B, ^ — NB: C^D^ 
(t. I, 70), cioè: 

AL:a~-LM:hz=iM'N -. — hlB: à 

Oss. — Questo problema fu già risolto colla stesso 
metodo nel caso m ca\ a^b ^ e =^d (probi. ^'III, 35). 

Probi. IV. — Dati due punti Irovaie sulla loro 
retta m ler^o punto le cut disianze dai pufiti dati siano 
proporzionali a dm segmenti dati 

Siano AsA'ì punti, m e h 1 segmenti dati (fig. 1 88). 
Si conduca per A una ietta qualunque e si prenda 

AL ^m LM ^ LM' ^ n 
e si uniscano M s M' con A', e da 1. si conducano 
LB e LB; parallele a MA' e M' A'; i due punti B 
e B' soddisfano alle condizioni richieste dal Problema. 



j 



Difatti pel teor. di Talete applicato ai ti 
ALB, AMA'; ALB\ AM'A' si ha: 

AB:A'B = AL: LM=m :« 
AL:AM'=AB':AA', AL:LM'=AB' 
dotide AB' : A'B' —m: n 
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74. Teor. — Se due corde di un cerchio, prolungale 
e no, si incontrano, i segmenti dell'una a partire dal punto 
d'incontro, sono inversamente propor:^ionali ai segmenti del- 
l' altra. 

Infarti siano AB, CD due corde che si incontrano 
in un punto O interno o esterno al cerchio (fig. 189); 
dico che si ha; 

0J\ ODz= OC: OB 




Si congiungano 1 panti A e D. B s C; si otten- 
gono cosi i due triangoli ADO, ECO i quali hanno 
gli angoli A OD, fìOC eguali, perchè opposti al ver- 
tice perchè coincidono, e gh angoli CAD, BCO 
«guali perchè essi o i loro adiacenti sono inscritti nel 
medesimo arco BD (teor. 33); dunque i due triangoli 
avendo gli angoli eguali lianno i lati opposti agU angoli 
eguali proporzionali (t. IV, 73) e per ciò : 
DA : OD =. OC : OB, e. v. d. 

Cor. I. — Se da un punto esterno ad un circolo 
si conduce una tangente ed una secante, il segmento com- 
preso fra il punto dato e quello di contatto della tangente 
i medio propor:{ionak fra tutta la secante e la sua parte 
esterna. 

La dimostrazione del teorema precedente sussiste 
ancora nel caso che le rette AB e CD si incontrino 
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in un punto O esterno al cerchio e quando i due punti 
C e D coincidano in un punto T; basta considerare i 
due triangoli OAT, 0TB i quali per avere l'angolo 
in O comune, e gli angoli OTA, OBT (t. 33) eguali 
avranno i lati opposti agli angoli eguali proporzionali, 
e cioè: 

OA: OT=OT: OB. 

Cor. II. — In ogni triangolo rettangolo l' alU:{XP 
relativa all'ipotenusa è media proporzionale fra le due pro- 
iezioni dei cateti sul!" ipotenusa. 

Sia ABC il ti-iangolo rettangolo in A (fig. 190). 




Esso è inscrìtto in una circonferenza di diametro BC 
(e, IH, t. ì3). Sia AD l'altezza relativa all'ipotenusa e 
A' l'ulteriore suo punto d'intersezione con la circon- 
ferenza. Dal teor. si ha : 
BD-.ADz 



BD-.AD: 



z A'D : DC e perciò 
zAD : DC 



Vvoìiì. I. — Dati due segmenti, costruire il seg- 
mento medio proporzionale ad essi. 

Se mn sono Ì due segmenti dati, presi sopra una 
retta i segmenti BD DC consecniivl e rispettivamente 
eguali ai segmenti dati (fig. 190) e poi sul segmento BC 
come diametro, descritto un semicerchio si conduca 
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da D la perpendicolare DA alla BC sino ad incontrar 
in A il semicircolo stesso; AD h\\ segmento richiesto. 
Poiché gli angoli inscritti in un semicerchio sono retti, 
i I triangolo BAC sarà rettangolo in A^ dunque 
BD:DA=:DA:DC (e. II) 
cioè m : DA = DA: n 

Prohl. II. — Dato un segmento^ dividerlo in dite 
parti tali che la maggiore sia media proporzionale fra la 
minore e i'inuro segmento dato. 

Sia AB il segmento dato (fig. 191). Da B si con- 
duca la perpendicolare ad AB e si prenda BC^ AB — 
indi si descriva il circolo di centro C e raggio CB, il 
quale riuscirà tangente alla retta AB nel punto B. Con- 
giungasi ^ con C e si prolunghi AC fino ad incontrar 
in E la circonferenza; infine si prenda su AB il seg- 
mento AF eguale alla parte esterna AD della secante 
AE. Il segmento AF b il richiesto. Infatti abbiamo 
AE: ABz=AB -.AD (e. I) 




■donde : 

AE- AB: AB — AB- AD: AD (t. V, 71), 
€ per essere 

DE = {BC)z = AB,AD = AF 
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è AB- AB~AF, dunque AF: AB=FB:AF 
e quindi, permutando gli antecedenti coi conseguenti 

(t. in, 71) 

JB:JF=AF:FB 

Def. ~ Il segmento medio proporzionale tra nn 
segmento dato e la differenza fra questo ed il primo 
dicesì la se:(ione aurea del segmento dato. 

Il segmento Af del problema precedente è medio 
proporzionale fra il segmento darò AB e AB ^ AF 
che è FB\ esso è dunque la sezione aurea di ^B, 

Oss. — Descrìvendo con raggio CA l'arco AC 
fino ad incontrare CB in C si ha: BC ^AF. Per 
ottenere la sezione aurea, costruito il triangolo ABChz- 
sta portare CA m C C: il segmento BC sarà il richiesto. 



Figure simili 

75. Def. I. — Due figure rettilinee (def I, 13) sì 
dicono simili quando si può stabilire fra i loro punti 
una corrispondenza univoca tale che i segmenti corri- 
spondenti sono proporzionati. 

E due figure non rettilinee si dicono simili quando 
sono figure corrispondenti in figure rettilinee simili. 

Questa corrispondenza fra due figure chiamasi cor- 
rispondeiij;^a di similitudine. 

Cor. — Due figure eguali sono simili. 

Siano F e F' due figure rettilinee eguali, a, a' j 
b, b' due coppie di segmenti corrispondenti qualunque^ 
si ha: a ^ a\ h ^ b' donde : 

a:a'—b:b- 
epperò F e F' sono simili. 
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Se F e i*' non sono vettllinee, esse sono figure 
corrispondenti in figure rettilinee slmili (d. 14) dunque 
esse sono simili {d. I). 

Teor. I. — Due figure simili ad una medesima fi- 
gura sono simili fra loro. 

Infatti se la figura ABC... XY... è simile alla fi- 
gura A'B'C... X'Y'... e questa è simile alla figura 
A"B"C"... X"Y"... egli è chiaro anzitutto che i punti 
della prima e quelli della terza figura si corrispondono 
univocamente. Oltre a ciò, siccome dalle ipotesi : 
AB:XY — A-B' -.X'Y^J'B' : X' V —A-B'-:X"T' 
si conchiude che : 

AB:XY= A'-B" : X' Y" 
anche i segmenti della prima figura sono proporzionali 
ai segmenti che congiungono i punti corrispondenti della 
terza. Perciò la prima figura è simile alla terza. 

Teor. II. — Se tre punti di una figura sono in li- 
nea reità e si seguono in un dato ordine, i tre punti omO' 
loghi di una figura simile alta prima sono pure in linea 
retta e si seguono nel medesimo ordine. 

Siano ABC A'B'C ì punti corrispondenti di due 
figure simili; ed ABC siano in linea retta (fig. 192). 



AB:BC~A'B' : B' C 
- BC:BCz=:A'B' + B' C : 



yGoosle 



ossia AC: BC=zJ'B' + B' C : S' C ; 

ma si ha anche 

^C:BC~A'C':B'C' (i) 

dunque A'B' + B' C ^ A' C 

quindi A' , B', C sono in linea reità, che altrimenti si 
avrebbe un trian<^o!o A' B' C in cui un lato sarebbe eguale 
alla somma degli ahri due. Inoltre se 5 è compreso nel 
segmento AC, AB q BC sono minori di y^Ce (quindi 
dalla (1) e da 

AC: AB = A'C :A'B' 
si ricava che A'B' e B'C sono minori di A' C , ossia 
che B' è interno di A' C . Dunque se i tre punti AB C 
si seguono nell" ordine ABC anche i corrispondenti 
A'B'C si seguono nell'ordine A'B'C- 

Teor. III. — Se quattro punti di una figura sono 
in un piano, i quattro punii omologhi di una figura si- 
mile alla prima sono pure in un piano. 

Siano AA\ BB', CC, DD' quattro coppie di punti 
corrispondenti di due figure simili, e siano AB CD po- 
sti in uno stesso piano (fig. 193). Al punto X d'incontro 
dei lati AC G. ED della prima figura corrisponde un 
sol punto X' della seconda; e siccome AXC sono in 



linea retta, così A'X'C saranno in lìnea retta; simil 
mente i tre punti D'X'B' saranno in linea retta. I qiiat 
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tro punti A'B'C'D' giacciono pertanto nel piano in- 
<lividuato dalle due rette A' C , B' D' in con tran tisi 
in X\ 

Oss. — La corrispondenza di similitudine fra due 
figure differisce dalla corrispondenza di eguaglianza (d. 14) 
per il solo fatto che i segmenti corrispondenti sono pro- 
porzionali anziché essere eguali. E se in due figure si- 
mili due segmenti corrispondenti sono eguali le due fi- 
gure sono eguali. 

Teor. IV. — Gli angoli corri sponàenti ài due. figure 
simili sono eguali. 

Siano ABC, A'B'C due angoli corrispondenti di 
due figure simili; i triangoli ABC, A'B'C hanno i iati 
proporzionali (d. 1} dunque sono equiangoli (e. Il, 
i. IV, 73) vale a dire A BC s= A'B'C, come volevasl 
dimostrare. 

Teor, V. — / diedri, i triedri e gli angohidi cor- 
rispondenti di due figure siereometrtche simili sono eguali. 

u) Siano da prima V- ABC V' -A'B'C due trie- 
dri corrispondenti di due figure simili P e F', ove ai 
punti F^SC corrispondono i punti V A'B'C. Le facce 
corrispondenri dei due triedri sono eguali (t, IV), dunque 
i triedri sono eguali (t. Vili, 47). 

h) Dati due diedri ali, a' fi' corrispondenti di spi- 
goli r e r'i al punto f di r corrisponde Ìl punto V 
di r' , e a due rette « e 6 pass;mti per fin « e (3 cor- 
rispondono due rette a' e h' passanti per V in u' e ^'; 
ma i triedri abr, a'h'r' sono eguali; dunque i diedri 
arb, a'r'h' ossia afi, a'§' sono eguali. 

e) Finalmente due aiigoloidi corrispondcoti di F 
e F' sono eguali perchè hanno le facce e i triedri da 
èsse compresi ordinatamente eguali. 
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Teor. VI. — La corrispondenza di similitudine dì 
due figure piane simili è determinata da due angoli cor- 
rispondenti e dai iati proporzionali che li comprendono. 

La dimostrazione è la stessa di quella del teorema 
analogo per le figure eguali (t. I, 53), solo che in luogo 
dei segmenti corrispondenti eguali bisogna considerare 
dei segmenti proporzionali. 

Cor. I. — La corrispondenza di similitudine di due 
figure simili é determinata da due triangoli corrispondenti. 

La dimostrazione è analoga a quella de! cor. I del 
teor. L 53. 

Coi". II. -— Due triangoli che hanno i lati propor- 
zionali sono simili. 

Cor. III. — Due triangoli equiangoli sono simili. 

Percliè i due triangoli hanno i lati proporzionali 
(e. ir, t. IV, 73). 

Cor. IV. — Due triangoli che hanno un angolo 
eguale e i lati che lo comprendono proporzionali sono simili. 
Infatti essi hanno anche i rimanenti lati proporzio- 
nali, (e. I). 

Cor. V. — Due poligoni qualunque sono simili se 
hanno i lati rispettivamente proporzionali e gli angoli com- 
presi da lati omologhi eguali. 

Siano ABCD...M. A'B'C'D'...M' i due poligoni 
(fig. 194). I due triangoli AB C, J'B'C avendo gli an- 



goli in B e B' eguali e Ì lati che 11 comprendono pro- 
porzionali determinano una corrispondenza di similitu- 
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dine liei piani dei due poligoni. Al lato CD corrisponde, 
dalla parte ove si trova D' un segmento CD' che forma 
con BC l'angolo B'C'D\ = BCD^ = B' CD' dun- 
que Z)j' coincide con D', Analogamente a E corri- 
sponde E' ecc. a Mil punto M' . Dunque Ì due poligoni 
sono figure corrispondenti in figure rettilinee simili e 
per ciò sono simili (d. I, 75). 

Teor. VII. — La corrispondmia di similitudine di 
due figure stereometriche è determinata da due triedri cor- 
rispondenti, cogli spigoli che li comprendono proporzionali. 

La dimostrazione è la stessa di quella del t. I, 53 
sostituendo ai segmenti corrispondenti eguali segmenti 
corrispondenti proporzionali. 

Cor. I. — La corriiponden:^a di similitudine fra due 
figure stereometriche è determinata da due tetraedri corri- 
spondenti. 

La dimostrazione è la stessa del cor. I del 1. 1, 55 
delle figure eguali, colla ;ivvertenza precedente. 

Cor. II. — Due tetraedri aventi gli spigoli propor- 
:^ionaU sono simili. 

Cor. III. — Due tetraedri chi- hanno un triedro 
eguale e gli spigoli che lo comprendono rispettivamente 
propor ^^ìonali sono simili 

Cor. IV. — Due tetraedri aventi i quattro triedri 
rispettivamente eguali sono simili. 

Siano ABCD, J'B'C'D' i due tetraedri. Per es- 
sere i due triedri A ■ B CD. A' • B' C D' eguali, le facce 
di essi sono eguali. Lo stesso accade per le altre cop- 
pie di triedri die hanno i loro vertici nei punti B e B' 
C e C, O e D' ; di guisa che le facce corrispondenti 
dei due tetraedri sono triangoli equiangoli; dunque gli 
spigoli corrispondenti dei due tetraedri sono proporzio- 
nali, e per con.seguenza i due tetraedri sono simili (e. II). 
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Cor. V. — Due poliedri qualunque che hanno gli 
spigoli ordinatamente propori^ionaU e i triedri da essi 
compresi eguali sono simili. 

La dimostrazione è analoga a quella del cor. IV 
del teor. VI ove In luogo di considerare due triangoli 
si considerano due tetraedri corrispondenti. 

Cor. VI. — Due cubi qualunque sono simili. 

76. Probi. I. — Costruire un poligono simile ad 
un allrt) poligono, essendo dato un lato che con-isponda 
ad un lato del poligono dato. 

Dati il poligono ABCDEM e il segmento A' B' 
sopra una retta che corrisponda ad AB^ sì conduca 
l'unica retta B' C che da ona parte dì A' B' formi con 
A' B' un angolo eguale all'angolo ABQ e sia questo 
A' B' C (fig. 195). Indi si prenda su B' C un segmento 
B' C quarto proporaionale dopo ^.B, A'B', BC. 




Il triangolo ^'B'C sarù simile al triangolo ABC 
(e. I, t. IV, 73) epperò avrà i iati proporzionali a quelli 
dì ABC e gli angoli corrispondenti eguali. I due triangoli 
ABC A'B'C determinano una corrispondenza di simi. 
litudine nei piani dei due poligoni (che possono anche 
coincidere) e i punti D' E' ... corrispondenti a DE... sa 
ranno gli altri vertici del poligono cercato. Per costruir! 
i punti DE... si ripete la stessa costruzione del punte 
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C, vale a dire si costruisce il triangolo A'C'D' simile 
al triangolo ACD e ìn modo clic l'angolo B'C'D' 
contenga Ìl segmento A' C come ^ CD contiene AC'^ 
così seguitando si costruiscono gli altri puncì E' F'...M. 

Probi. 11. — Costruire un poliedro simile ad un 
altro essendo dato il piano ed un lato di una faccia che 
corrisponde ad una faccia del poliedro dato. 

Sia ABCD... M Ìl poliedro dato, jc' il piano e 
A'B' lì lato di una faccia del poliedro da costruirsi. 
Sia ad es. AB C la faccia del poliedro dato che cor- 
risponde alla faccia situata nel piano n' e AB lo spi- 
golo che corrisponde ad A'B' (fig. 195). In jt' si co- 
struisca uu poligono A' B' C ... simile ad ABC... 
(probi. I). Si costruisca inoltre da una parte del piano n' 
il tiiedro V'B'C'E' eguale al triedro D-BCE e si 
prenda D'E' quarto proporzionale dopo BD, B'D', DE. 

I due tetraedri B CD E, B'C'D' E' sono simili 
(e. Ili, I. VII) e quindi determinano nello spazio una 
corrispondenza dì proporzionalità, nella quale agli altri 
vertici F... M del poliedro dato corrispondono in modo 
unico i punti F'... M' del poliedro da costruirsi. Ri- 
petendo la costruzione analoga alla precedente e ba- 
dando clie à punti situati da una stessa parte o da 
parti opposte di un piano corrispondono punti situati 
dalla stessa parte o da parti opposte rispetto al piano 
:orri5 pendente, si ottiene il poliedro richiesto. 

77. Teoi". I. — Due poligoni convessi sono simili 
!e hanno i lati ordinatamente propcr:{ionaU e gli angoli 
ìrdinalamente eguali, eccetto i) due lati consecutivi e l'an- 
jolo da essi compreso ; 2) due angoli consecutivi ed il lato 
id essi comune; 3) tre angoli consecutivi. 

Dimostrazione come pel teorema analogo del poli- 
;oni, eguali (t. VII, 28]. Basta in (.luelta dimostrazione 
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sostituire ai segmenti corrispondenti egunli segmenti 
proporzionali. 

Teor. II. — Due piramidi sono simili se hanno un 
angoloide eguale compreso da facce simili. 

Come pel teorema analogo sulle piramidi eguali 
(t. II, S3). 

Teor. ni. — Due prismi sono simili se hanno un 
triedro eguale compreso da facce simili. 

Come pel teorema analogo pei prismi eguali. 

<t. m. S3). 



Altrft proprietà di poligoni e di poliedri cimili 
od e(|itivalenti. 

78. Teor. I. — Se quattro segmenti sono propor:{io- 
nali, il rettangolo dei medi è equivalente al rettangolo degli 
estremi. E se due rettangoli sono equivalenti, due lati 
consecutivi del primo sono gli estremi e due lati consecu- 
tivi del secondo sono i termini medi di una proporzione. 

Siano a h e d quattro segmenti tali che : 
(i) a : h — e : d 

Sopra due rette perpendicolari ÌncontraniÌsÌ nel 
punto O si prendano i segmenti OA, OB, OC, OD 
rispettivamente eguali ad a b e d, n dai punti AB CD 
si tirino le parallele alle rette medesime, le quali deter- 
mineranno un rettangolo PQRS (fig. 196). 

I due triangoli DOQ, S OC sono slmili pei 
avere due lati rispettivamente proporzionali, e cìoi 
per essere : S C : D Q — O C : D e Y angolo d: 
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essi compreso egoaie ; epperò saranno equiangoli e 
sarà l'angolo DOQzzz SOC. Segue da dò cbe questi 
due angoli hanno i lari opposti, e quindi le due rette 
50 OQ sono per diritto, vale a dire SQ è la dia- 
gonale del rettangolo PQRS. I due rettangoli FA OD, 
O CRB poi sono equivalenti (t. Ili, 63) ; ma il rettangolo 
PJOD ha per lati consecutivi gli estremi, e OCRB 
ì medi della proporzione (i), dunque il rettangolo dei 
medi ed il rettangolo degli estremi sono equivalenti. 








/ e 
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Reciprocamente, siano a, b due lati consecutivi di 
un rettangolo, e, d due lati consecutivi di un altro ret- 
tangolo equivalente al primo ; è facile dimostrare che 
ha luogo necessariamente l'una o l'altra delle due pro- 
porzioni : a : e ^ d : b, a : d ■^ e : b. 

Sia X il quarto proporzionale dopo i tre segmenti 
il, e, d; sarà a : cz::zd: x, e per ciò che si è dimo- 
strato sopra, il rettangolo i cui lati consecutivi sono a 
ed a: è equivalente al rettangolo i cui lati consecutivi 
sono e d. Ma questo è per ipotesi equivalente al ret- 
tangolo dei Iati ab) dunque il rettangolo dei lati a eà x 
h equivalente al rettangolo dei lati u e è ; epperò b ^ x 
fo. I 63). Avremo dunque : a : e z^ d : b. 

Analogamente, se si fosse detto y il quarto propor- 
;iiona]e dopo a d e sì dimostrerebbe che y ^ b. 
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Cor. I. — Le alu^^e e le basi dei retiangoli equi- 
valenli formano due sistemi di grande:{ie inversamente prO' 
porxionali. 

Infatti se a, a", a'\ ecc. b^ b', h" .... sono le altezze 
e le basi di rettangoli equivalenti si ha : 

a' ^h' '.b 



Cor. II. — Se due par allei opipedi rettangoli equiva- 
lenti hanno un spigolo comune, gli altri spigoli di essi 
sono inversamente propor:^ionali. 

Siano P e P' i due parallelopipedi dati, a il laio. 
comune, bc, b'c' gli altri spigoli. l:ssi hanno l'altezza a 
comune e per ciò Ì rettangoli basi di lati b, e; b' , e' 
devono essere ecjuivalenti, che altrimenti non sarebbero 
equivalenti i due parallelopipedi (o. éy). Dunque : 
b :b' ^c- :c (e. )) 

Cor. III. — Il rettangolo di due segmenti é equi- 
valente al quadrato del medio proporzionale. 

Cor. IV. — Se due corde di un cerchio si tagliano 
il rettangolo dei segmenti dell'una è equivalente al rettan- 
golo dei segmenti dell' altra. 

Infatti i due segmenti della prima sono inversa- 
mente proporzionali ai due segmenti corrispondenti della 
seconda (:. I, 72). 

Cor. V. — Se da uno slesso punto iono condotte ad 
un cerchio una tangente ed una secante, il quadrato della 
tangente é equivalente al rettangolo della secante e della 
sua parte esterna. 

Infatti la tangente è media proporzionale fra la se- 
cante e la sua parte esterna (e, I, 74). 
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Cor. YI. — Il quadralo àelTalieTna di un Iriangolo 
rettangolo, corrispondente all'ipotenusa, é equivalente al ret- 
tangolo dei due segmenti in cui V alte^ixa medesima divide 
la ipotenusa. 

Infatti l'altezza in discorso è media proporzionale 
fra le parti che essa determina sull'ipotenusa (e. II, 74), 

Cor. VII. — // quadralo della se:(Ìone aurea di un 
segmento è, equivalente al rettangolo del segmento e dell' al- 
tra parte di esso (d. 74.) 

Probi. I. — Costruire il rettangolo equivalente ad 
un altro rettangolo, data V alle:(^^a (0 la base). 

Sia ABCD il rettangolo dato, e sia AD' eguale al- 
Taltezza data (fig. 197). Si conduca da i)la parallela alla 
retta B D' fino ad incontrare AB in B'; dico che il 
rettangolo A B' CD' di lati AD', AB' è quello richiesto. 
Infatti dai triangoli slmili AB' D, AUD' si ha: 

AB: AD' — AB' : AD 
epperò i reliangoli ABCD, A'B'C'D' sono equivalenti 

(t. I). 




Probi. 11. — Costruire il_ quadrato equivalente ad 
un poligono dato. 

Basta trasformare il poligono dato in un rettangolo 
ad esso equivalente (pr. Ili, 62), e costruire il segmento 
medio proporzionale fra i tati del rettangole. Il quadrato 
di qnesto segmento sarà il richiesto. 
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Teor. IT. — Se un quadrangolo convesso é inscritto 
in -tir. cerchio, il rettangolo delle diagonali è equivalente alla 
somma dei rettangoli del lati opposti (t. dì Tolomeo). 

Sia AB CD Lin quadrangolo convesso inscritto in 
un cerchio ; dico che il rettangolo delle diagonaU 
AC, BD è equivalente alla somma dei rettangoli dei 
lati opposti (fig. lyS). Conduciamo la retta A E in 
modo che siano eguati gli angoli DAE, CAB. I trian- 
goli ADE, CAB avendo eguali gh angoh DAB, CAB 
per costruzione e ADE e ACB perchè insistenti sullo 
stesso arco saranno equiangoli e quindi simili dunque : 
DE:BC— DA: AC 




epperò il rettangolo dei segmenti BC^ DA sarA equi- 
valente al rettangolo dei segmenti DE^AC.^zì trian- 
goli E AB, DAC hanno gli angoli in £ e C eguaH 
per dato e gli angoli in A eguali essendo : 

£ JB = EAC + CTb e D'A^ -~ ifA^ + ÉAÌ: 
per conseguenza essi sono simili ; epperò si avrà ana- 
logamente che il rettangolo dei segmenti DC, AB sarà 
equivalente al rettangolo dei segmenti EB, A C. Adun- 
que la somma dei rettangoli dei lati opposti del qua- 
drangolo è equivalente alla somma del rettangolo dei 
segmenti DE, AC col rettangolo dei segmenti EB, AC 
e quindi al rettangolo unico delle diagonali DB, AC. 
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79. Teor. I. — Se atte piramidi hanno eguali altes;_:^e 
e basi equivalenti, due sezioni parallele alle basi e da esse 
equidistanti sono equivalenti. 

Consideriamo dapprima il caso Ìii cui le basi delle 
due piramidi siano triangoli eguali AB C, A' B' C 
(fig. 199). Siano DtF, D' E' F' le sezioni fatte con 
i paralleli alle basi ed equidistanti da queste. Sap- 
amo che i due triangoli DBF ABC avendo i;lati 
spetrivamente paralleli sono simili e che per ciò : 
DE: AB = FÉ: CB =1 DF: AC 
e similmente che 

D'E' : A'B' — F'E' : C'B' ~ D'F' : A'C. 




Ma 11 rapporto fra DE ed AB è eguale al rapporto 
fra VD e VA, e questo è eguale al rapporto fra In 
■parte FH e rutta 1' altezza FG, essendo A G parallela 
a DH; dunque r 

DF: AB ~ VFl: FG. 
Similmente: D'E' : A' B' — F' H' : V'G'. 
Ma poiciiÈ per ipotesi : 

FH ^ F'H' FG = V'G' AB = A'B' 
COSI ne consegue 1 D'F' ^ DE 
ed i due triangoli simili DEF, D'F'F' sono anche 
eguali. 
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Considerando ora il caso ìn cui le basi delie due 
piramidi siano poligoni equivalenti, basterà osservare 
che esse possono considerarsi come somme di parti e 
quindi anche di triangoli ciascuno a ciascuno rispetri- 
vamente eguali. Ne consegne che le piramidi date si 
possono considerare divise in egual numero di tetraedri 
j quali hanno basi rispettivamente eguali ed eguali al- 
tezze. E poiché le sezioni fatte in ciascuna delle coppie 
di tetraedri corrispondenti da piani equidistanti dalle 
basi sono eguali fra loro, le sezioni fatte nelle piramidi 
da piani equidistanti dalle basi, sono somme di trian- 
goli rispettivamente eguali e quindi sono equivalenti. 

Teor. II. — Un tronco di piramide a basi paral- 
lele è equivalente alla somma di tre piramidi, le quali hanno 
la stessa alte:^ia del tronco, e per basi rispettive le due ■ 
basi del tronco e la media propor:{ionale ira esse. 

Sia ABCDEF un tronco di tetraedro a basi trian- 
golari parallele (fig. 200). 11 piano BCD divide Ìl tronco 
nel tetraedro DABC e nella piramide DBCFE, che 
ha per vertice D e per base il trapezio B CFE. Questa 
piramide è divisa dal piano D^f nei tetraedri DBCF, 




DBEF. Ma DBCF h equivalente a! tetraedro di base 
BCF e col vertice nel punto G in cui la parallela da 
D alla FC incontra AC, poiché ha comune con esso 
la base BCF e: l'altezza (t, I, 66). Quindi il tronco è 
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equivalente alla somma dei tre tetraedri DABC, DBEF 
GBCF'i quali ìianno per comune altezza quella del 
tronco, e per basì rispettive i triangoli ABC, DEF, 
BCG. E poiché i triangoli ABC, DF.F sono le due 
basi del tronco, resta a provale che il triangolo BCG 
è medio proporzionale fra essi. A tal fine osserviamo 
che i triangoli JBC BCG hanno comonl Ìl vertice B 
« l'altezza, quindi r 

ABC : BCG ZZI AC : CG 
Inoltre conducendo EH parallela ad FC fino ad 
incontrare iS C in He tirando GH sì ha: 

BCG : CGE — BC : CH 
Ma per essere GH parallela a DE e quindi ad AB: 

AC: CG — BC: CH 
Adunque : 

ABC: BCGz=.BCG: CGH 
■e poiché il triangolo CGH h uguale al triangolo DEF 
cosi : 

ABC : BCG :zz BCG: DEF 

ossia BCG h medio proporzionale tra ABC e DEF. 

Siano ora ABCD.... A'B'C'D'.... le basi parallele 
■di un tronco di una piramide a base poligonale qualun- 
que. Si scompongano le due basi in triangoli, di guisa 
che il tronco riesca cosi scomposto in tronchi di te- 
traedri a basi parallele. Applicando dunque a questi il 
teorema per essi già dimostrato e sommando, il teorema 
risulta pure dimostrato per la loro somma e quindi an- 
che pel tronco di piramide ABCD.... A'B' CD' .... 

80. Teor. I. — / peritneiri di due poligoni simili 
stanno fra loro come due lati omologhi. 
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Siano ABCD.... A'B'C'D'.... ì due poligoni simili; 
avranno luogo le proporzioni : 

AB : A'B' =:BC:B-C = CD: CD' ecc. 
e per il teor. X, 71 

AB^BC^ Cn+-- : AB 

— A' lì' -i-B'C -+- CD' -^ : A'B' 

da cui : 

AB-\-BC-\' CD^-- : 
A'B' -^B'C + CD' +■-= AB : A'B' 

Bich. I. — Un rettangolo di lati consecutivi a q b 
si indica anche con r (ab). Un i^uadrato di lato a si 
indica con q (a). 

Bìeli. II. — Un parallelopipedo retto avente per 
base il rettangolo r {ab) e lo spigolo laterale e si in- 
dica anche con p (abc). Un cubo dì Iato a si indica 
con e [a). 

Teor. II. — Due triatigoU simili stanno fra loro 
come i quadrati di due lati omologhi. 

Siano dati due triangoli simili ABC, A'B'C; dico 
che essi stanno fra loro come i quadrati di due lati omo- 
loghi, ad es, di AB, A'B' (fig. 201). Siano h t h' le- 



3 A' H' E' 



altezze dei vertici C e C. Le rette CH e CH' sona 
rette corrispondenti nei due triangoli simili ABC, A'B'C 
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dunque i loro piedi sono punti coni spon denti, e quindi 
sono segmenti cornspondenci le altezze h e h', epperò: 
AB : A'B' —b:h' (i) 

I rettangoli di basi AB, A'B' e di altezze beh' 
sono equivalenti ai doppi dei triangoli dati, dunque; 
ABC: A'B' C — r{AB-h) iriA'B' .h') (2) 
Il quadrato di lato AB e il rettangolo (AB,h) avendo 
la stessa base AB stanno fra loro come le altezze, AB 
e h', dunque: 

q{AB):r{AB-h)— AB:h (3) 

E analogamente: 

q{A'B'): r{A'B' ■ h')— A'B' ■. h' (4) 
da queste e dalla (i) si lia . 

q{AB): q{A'B') = r {AB- h) : r (A'B' ■ h') 
e da questa e dalla (2): 

AB C : A'B' C —q{A B) : q {A'B') 
come volevasl dimostrare. 

Teor. III. — Due tetraedri simili stanno fra loro 
come i cubi di due spigoli omologhi. 

Siano AB CD, A'B' CD' i due tetraedri simili; 
dico che stanno fra loro come i cubi di due lati omo- 
loghi, ad es. di AB e A'B' (fig. 202). Come per le al- 
tezze C/7 e C'H' nei triangoli sìmWì ABC. A'B' C sì 
dimostra che le altezze D// e O'ff' sono segmenti cor- 
rispondenti nella corrispondenza di similitudine determi- 
nata dai due tetraedri. I parai lelopi pedi 

p(AB, CH', DG) p{A'B', OH', D'G') 
sono equivalenti a sei volte i tetraedri ABCD, A'B' CD' 
dati {t. V, 66), dunque : 
ABCD:A'B'C'D'—p{AB,CH,DGy.p{A'B',CB',D'G') 
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Si trasfonni il primo in mi altro parallelopipedo 
recto equivalente che abbia per base un quadrato di lato 
JB e che perciò avrà una certa altezza h ; si avranno 
cosi due parallelopipedi rettangoli equivalenti aventi lo 
spigolo comune AB t; rispettivamente gii altri spigoli 
CH, DG\ AB t h. Si ira quindi: 

CH:DG = h:AB 




■ segmenti cornspon- 



Analogamenie indicando con h' l'altezza del paral- 
lelopipedo retto che lia per base un quadrato di lato 
A'B- equivalente al parallelopipedo p (A'B', CH\UG') 
si avrà ; 

OH' : D'G' =// -.A'B' 

ma CH, CH' ; DG, D'G' : 
denti vale a dire : 

CH: C'H' ^DG : D'G' 
dunque : h : AB tji h' : A'B' 

ossia AB : A'B' ~ h : h' (i) 

La dimostrazione procede ora nello stesso modo 
della dimostrazione del teorema precedente dopo la pro- 
porzione ^i), solo che in luogo dei rettangoli di basi 
AB^ A'B' e di altezze h e h' e dei quadrati di Iati 
AB, A'B' bisogna considerare 1 parallelopipedi retti 
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aventi per base i quadrati 
rezze h e h' s i cubi di 1 



di iati àB, A'B' e di al- 
ti AB, A'B'. 



Teor. IT. — In figure simili, i triangoli corrispon- 
4mti sono proporzionali. 

Siano F e F' le due figure simili, e siano dati 
dapprima due triangoli di F, ABC, BCD aventi un 
lato comune BC (fig. 203). I triangoli corrispondenti 
A'B'C, B'C'D' in F' avranno in comune il lato B' C 
■corrispondente a BC. I triangoli ABC, A'B'C e i 
triangoli BCD, B'C'D' stanno fra loro come i qua- 
drati dei lati BC, B' C (t. II); dunque si ha; 

ABC -.A'B'C — BCD : B'C'D' 
donde ABC : BCD = A'B'C : B'C'D' (2) 




Se sono dati invece due triangoli ABC DEF 
qualunque di K e se si considera la serie de' ci'iangoli 
ABC, BCD, CDE, DEF nella quale due triangoli 
successivi banno un lato comune e si considerano 
inoltre i triangoli corrispondenti, si avrà da (1) 
ABC : A'B'C — BCD : B'C'D' 
BCD : B'C'D' ~ CDE : C'D'E' 
CDE : C'D'F' — DEF : 



da cui ABC : A'B'C = DEF 
ossia ABC : DEF — A'B'C 
come volevasi dimostrare. 



D'E'F' 
: D'E'F' 
D'E'F' 
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Cor. I. — In figure simili i polìgoni corrispon- 
denti sono propor:(ionaU. 

Infatti si scoinpongano i due poligoni P e P' in 
mangoli corrispondenti ; indicando con /Jj zf^.., A^ ;: 
zlj' zig A' a le due serie di questi triangoli si ha: 
zlj : A^...: Am ^ à^ : à^...: A\ e perciò: 
P:P' ~ ày : A^. 
Cor. II. — Due poligoni simili stanno fra loro come 
i quadrati di due lati omologhi. 

Se P e P' sono due poligoni simili, Ali, A'B' 
due lati omologhi s ABC, A'B'C due triangoli corri- 
spondenti di essi, si ha ; 

P : F = ABC : A'B'C (e. 1) 
P:P' — q {AB) : q {A'B') (t. !I). 
Cor. III. — Le superficie di due poliedri simili 
stanno fra loro come i quadrati di due lati omologhi. 

Se P1P3... P., P;P^... P: sono le facce dei due 
poliedri si ha : 

P, ; Pj...: P, — P/ : P^'...: P,,' 
e quindi 

Pi -H Pj -H-' -1- P„ : P, = P; -+- Pg -1 +- P; : Pi' 

ossia indicando con 5 e S' le superfìcie dei due poliedri 

S -.5' — P^:P{ = q {AB) : q (A'B') 
essendo AB, A'B' due spigoli dati di P^ e P^' . 

Cor. lY. — Se due figure pcligonali simili sono 
propor:iionaU ad altre due figure poligonali simili, i loro- 
lati omologhi presi nello stesso ordine sono propor:^ionali. 
Siano P, F ', Pj P/ le due coppie di figure poli- 
gonali simili, rali dunque che ([) P : P-^ ^= P' : P^'. 
Siano inoltre AB, CD; A'B', CD' 1 lati omologhi, 
di essi ; dico che si ha : 

AB : CD — A'B' : CD'. 



yGoosle 



— 171 — 

Inffitti le figure poligonali F e P' determinano una 
coiTÌspondenza dì similitudine fra i loro piani, sicché 
scelto un segmento C^D^ ^ CD nel piano di P e 
costruito in esso ima figura Q col lato CiD^ eguale alla 
fignra P^, ad essa corrispondere una figura simile Q' 
col lato C^' D^' omologo a Cj T^^. SÌ avrii : 

P:0 = P-:(2' (e. I), 
ossia P: P^ = F : 0- 

donde per la (i) P/ =r 0' 

dunque ^l'-^i' ^^^ CD'. 

Ma: JB : C^D^ — A'B' : C{ D{ 
e perciò AB : CD — A'B' : CD'. 

Cor, V. — Due figure poligonali simili ed equiva- 
lenti som eguali. 

Infatti se P e P' sono le due figure, e d e d' 
due lati corrispondenti qualunque di esse si ha; 
F:P' =,(,):, («■) (e. II). 

Ma P::= P', dunque q [a) -^ q (a') cioè o :£3 a' e 
per ciò le due figure P e P' sono eguali. 

Teor. V. — /" figure stereomeiricbe simili i tetraedri 
corrispondenti sono proporzionali. 

Dati due tetraedri ABCD, EFGH si possono 
formare cogli stessi vertici i tetraedri AB CD, BCDE, 
CDEF,, DEFH, EFHG, tali che due successivi hanno 
una faccia in comune. Ciò premesso, la dimostrazione 
di questo teorema procede nello stesso modo che quella 
del teor. IV, tenendo conto dei teor. III. 

Cor. I. — Due poliedri simili stanno fra loro come 
i cubi di due lati omologhi. 

La dimostrazione è analoga a quella del cor. II 
del teor, IV: basta scomporre i poliedri in tetraedri. 
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Cor. II. — Se due figure poliedriche simili sono 
propor^;iona!i ad altri due poliedri simili, i loro spigoli 
■omologhi presi nello slesso ordine sono propor:(ionatù 

La dimostrazione è la stessa de! cor, IV del t. IV, 
solo che in luogo dei poligoni si considerano ì poliedri. 

Cor. Ili, — Due figure poliedriche simili ed equi- 
vaìenii sono eguali. 

La dimostrazione è la stessa del cor. V del t. IV, 

Probi. — Costruire un poligono cìje sia simile ad 
un poligono dato ed equivalente ad un altro poligono dato. 

Siano A e B i due poligoni dati, X il poligono 
richiesto, che sia cioè equivalente a B e simile ad A. 
Si costruiscano anzitutto i quadrati A\ B' rispettiva- 
mente equivalenti ai poligoni A, B e siano m. n i 
loro lati. . 

Si avrà : A' : B' — A : X 

e poiché se quattro poligoni simili a due a due sono 
proporzionali, sono pure ordinatamente proporzionali i 
lati omologhi, si dovrà avere, dicendo / un Iato di A^ x 
r omologo di X: 

m: n -ZZI I : x. 

Si costruisca pertanto il segmento quarto propor- 
zionale dopo m n / e su di esso, preso come lato omo- 
logo del lato / del poligono A si costruisca il poligono 
simile ad A (pr. I, 76). Esso sarà il richiesto. 



Polìgoni regolari 

81. Oss. I. — Il triangolo equilatero e Ìl quadrato, 
che sappiamo costruire, quando sia dato il lato, sono i 
poligoni regolari di ire e di quattro lati (d. II, 34). 
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Probi. I. ~ Costruire l'esagono regolare che abbica 
un iato eguale 4id un dato segmento. 

Sia a il segmento dato. Si descriva il circolo di 
centro e raggio OA ^ a, si tiri la corda AB 
eguale ad a e si unisca B con O (tìg. 204). 11 triangolo 
OAB è equilatero, l'angolo AOB la terza parte di 
due retti e quindi la sesta parte di quattro retti. Se 
dunque si tirano le corde 5C, CD, DE, EF eguali al 
raggio a, ad esse corrisponderanno angoli al centro 
eguali alla sesta parte di quattro retti, cioè ad AOB, 
1' angolo JOF, che è la difl'erenza tra quattro retti e 
cinque volte la sesta parte di quattro retti, sarà esso 
pure eguale ad AOB, e la corda AF per conseguenza 
sarà eguale alle altre. Il poligono AB CDEFG ha 
dunque i lati eguali al segmento a; esso ha anche gli 
angoli eguali perchè angoli alla circonferenza che sono 
inscritti ili archi eguali. Esso poligono è pertanto l'esa- 
gono regolare richiesto. 




Probi. II. — Inscrivere e circoscrivere ad un cerchio 
un poligono regolare di J, 6, 12..,. vertici. 

a) Dato il cerchio di centro (fig. 204) si sup- 
ponga per un momento che Ìl triangolo ACE sia equi- 
latero. Le lette OA, OC, OE sono le bissettrici degli 
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angoli del triangolo, e quindi detto B l'ulteriore punto 
d'intersezione della retta OE col cerchio, i triangoli 
JOB, BOC sono pure equilateri perché sono isosceli 
e l'angolo al vertice è la sesta parte di quattro retti. 
Pertanto AB ^ BC = OA. Per costruire dunque il 
triangolo equilatero basterà costruire le corde AB, BC 
eguali al raggio, e il punto opposto E & B rispetto al 
centro O. Congiuiigeudo 1 punti A, C, E, si avrà il 
triangolo richiesto. 

b) Si osservi che AB eus BC ^ OA, e quindi 
congiungendo A, B, C con si hanno i punti D, E, F 
tali che per la dimostrazione precedente è AB ^ BC 
= CD = ED ~ EF = FA. Inoltre, essendo i 
triangoli AOB, BCO ecc. equilateri, gli angoli ABC, 
BCD ecc. dell'esagono sono eguali, vale a dire l'esa- 
gono ABCDEF è regolare. Per costruire dunque un 
esagono regolare inscritto nel cerchio basterà prendere 
le corde AB. BC, CD, DE, EF eguali al raggio, da 
cui risulterà pure AB ^ FA. 

e) Per inscrivere nel cerchio un dodecagono re- 
golare basterà dividere per metà gli archi sottesi dai 
iati dell'esagono, si otterranno cosi altri sei punti che 
coi vertici dell'esagono determineranno un dodecagono 
regolare. 

d) Per circoscrivere un poligono regolare ai cer- 
chio, ad es. di sei lati, basta condurre le tangenti al 
cerchio nei vertici di un esagono regolare inscritto 
(fig. 204) le quali formeranno I' esagono A'B'C'D'E'F' 
richiesto, hifatti i triangoli AA'B, BB'C ecc. essendo 
AB = BCSa^' =A'BA' = CBl3' ~S^B' sono 
eguali, dunque A'B ^ BB' ^ B'C ^i CC ecc. ossia 
A'B' = B'C... Inoltre AA^B = ÉB^C.... dunque 
l'esagono A'B' C'D'E'f è regolare. 



y Google 



La stessa operazione e lo stesso ragionamento val- 
gono se si tratta di circoscrivere al cerchio un poligono 
regolare t^ualsiasi di n lati, quando si sappia inscrivere 
-al cerchio un poligono regolare dello stesso numero di 
vertici. 

Probi. III. — Inscrìvere o circoscrivere ad un cer- 
chio un poligono di 4, S.... vertici. 

a) Si conducano pel centro O del cerchio due dia- 
metri perpendicolari AC,BD (fig. 205); il poligono 
AB CD è un qu-adrato, come è facile riconoscere. 




b) Per l'ottagono regolare basta dividere per metà 
gli archi sottesi dai lati de! quadrato e congiungere suc- 
■cessi vara ente i vertici del quadrato coi punti cosi otte- 
fi^ Per circoscrivere al cerchio un quadrato od un 
ottagono regolare basta condurre le tangenti nei vertici 
•del quadrato dell' ottagono inscritto (pr. Il, d). 

Probi. IV. — Dalo il lato costruire il pentagono 
regolare. 

Sul lato AB (fig. ,206) si innalzi in B un segmento 
£F perpendicolare ed eguale ad AB, e con centro nel 
punto medio M di AB e con raggio MF s\ tagli il pro- 
lungamento di AB da A verso B nel punto G, Colla 
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base B G sì descriva il triangolo isoscele BCG di laro 
eguale ad AB: il ponto C sari vertice del pentagono. 
Osservando ciie il terzo vertice D è nella perpendicolare 
innalzata da M sti AB,h facile costraire gli altri vertici D 
ed E del pentagono, sen^a bisogno di descrivere la cir- 
conferenza ad esso circoscritta. 




Infatti per essi?re B G la sezione aurea di A B (o. 74) 
abbiamo ; 

AB— BG: BG — BG : AB 
da ctii (t. V, 70). 

JB:BG — AG: AB 

od anche, essendo per costruzione AB s; CB ^ CG, 

BC:BG = AG: CG 

Ma ì due triangoli CBG, ACG avendo eguali gli 

angoli in B e in G. e proporzionali i lati che li cotn- 

prendono, sono simili epperò ; 

CG -.BG^AC: CB. 
Dalle due ultime proporzioni e dall'essere -4 7ì^ CG, 
si ricava poi che.: 

JG = AC 
Segue da ciò che è isoscele il triangolo ACG; ma 
sono ancbe isosceli i triangoli ABC e BCG; epperò: 
IGC= CBG = {AClì)2.~ A'CG^ {É^)2 
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Il triangolo CBG ha diiuque gli angoli alla base 
doppi del rimanente, cioè CBG è due qninti dell'an- 
golo piatto e quindi l'angolo AB C tre quinti dell'angolo 
piatto, 0, ciò che è lo stesso, un quinto della somma 
degli angoli interni di un pentagono convesso. 

Oss. II. — La costruzione precedente insegna an- 
che a costruire on angolo che sia la quinta parte di 
due retti ; o, ciò che è lo stesso a costruire un triangolo 
isoscele di cui gli angoli alla base sono doppi del ri- 
manente. 

Probi. V. — Inscrivere o circoscrivere ad un cer- 
chio un poligono regolare di j, io... verlicì. 

Per la costruzione del pentagono regolare inscritto 
in un cerchio di centro O e di raggio OA (fig. 206) 
basta costruire l'angolo AOB eguale alla quinta parte 
di quattro angoli retti; la corda AB sarà il Iato de! 
pentagono richiesto. 

Dividendo per metà gli ardii sottesi dai iati del 
pentagono, i punti di divisione e i vertici del pentagono 
sono i vertici del decagono regolare. 

Ovvero basta costruire il segmento ain^eo AB del 
raggio OA. E unendo alternativamente i vertici del de- 
cagono si avrà il pentagono. 

Per circoscrivere al cerchio un pentagono o un 
decagono regolare si procede come per gli altri poli- 
goni regolari circoscritti. 

Teor. — Dm poiigoni regolari dello susso numero 
di vertici sono simili. 

Se n è ii numero dei loro vertici, la somma dei 
loro angoli k 2n- 4 retti, dunque gli n angoli dei due 
poligoni sono eguali. I poligoni hanno per ciò i lati 
proporzionali e gli angoli eguali; dunque sono simili. 



y Google 



ESERCIZI 



1. Se du Q d za sono ep 1 pie d 1 due e que t 

sono ]. e equ n ul pie d j1 e due 1 p e ono eiunul 
pie ielle 1 e 

2. Due figu e pcil oOaal o poi ed he) sono equ v len se som 

coup ese fa class ou uè d &^a e poi gonal o poi e 
d h q Icn Co e s 



3. La ion n e la ì Sere z del p o te ede e e d 1 suo 

co seg en e i una p opo one e I so n a e 1 d ffe enza 
del se o do te eden ìel o co seguen eoo prò 

4. In u a p oto ! o d lua o k ti-itz eoo enee un 

e ede e e al p O}. o con e^uen s pu !) sos uè la sun a 
(o la dttferenza) degli antecedenti e dei conseguenti. 

5. Se tre rapponì sono eguali, e un antecedente è eguale alla 

somma (o alla differenza) degli altri due, sari pure il suo 
conseguente eguale alla somma (o alla differenza) degli al- 
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6. In ogni triangolo la bissettrice di un angolo interno divide 

lato opposto in due parti che sono direttamente proporz 

nali ai lad rimanenti; e se la bissettrice di un angolo ester 

di un triangolo taglia il Iato opposto, le distanze de! s 
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punì, diiii-ontrj ili icrtiLi Ji es o sono pure proporzionali 

7. 1) Se dai t.eniri di due ceri-hi si i-onducono due raggi parai- 

leii qualunque e dello stesso verso, h retta che unisce i loro 
estremi taglia I asse LSatrale nel medesimo punto esterno 
al stgmento dei centri [i.eiiiro ii stnaliiudme estemo dei due 
cerchi), pel quale passino, se esistono, due tangenti comuni 
al due cerchi che li hsuano dalla stessi parte. 

2) ie 1 raggi sono piralleh e di verso opposto la retta 
che unisi-e 1 loro estremi taglia l'asse centrile nel medesimo 
punto interno al segmento dei centri [cealio di similiiudiue 
inlerito dei due cerchi] pel quale passano, se esistono le due 
tangenti tomum dei due cerchi che li lasciano da parte op- 

8. Costruire le tingenti comuni di due cir onferenze fó}. 

9. Costruire una circonferenz 1 che passi per due pumi e tocchi 

una retta data 

10. Costruire um circonferenz i che ptssi per ui punto e tocchi 

due rette dite (9/ 

11. Condurre per un punto un segnienm che abbia gli estremi 

sopra due rette e sia diviso dil punto in un rapporto dato. 
II. Se AB C è un triangolo inscritto m un cerchio e se da B si 

conduce la parilleli alla tingente in J hno id incontrare la. 

retta AC in D Ji e medn proporzionile fra i segmenti 

AC e AD 
15. II luogo geometrico dei punti, le cui distante da due punti 

dati stanno fra loio m un dato npporto e un circolo. 
14. Costruire un triangolo à\ti a, A^ e b c(i)' 



6 4. 

15. In figure simih a rette pirallele dell una corrispondono 

parallele dell altra 
ló. In hgure simih a rette e piini perpendicolari dell'una 

spondono rette e piani perpendiroliri dell'altra. 

17. Ogni figura simile ad un circolo, è un altro circolo. 

18. Ogni figura simile ad una sfera, o ad un ^ono, o ad t 

Iinìro è un iltra sfen o un altro ^ono, o un altro cil 

19. Se due figure piinc simili hinno duf cippic dj segmenti 
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liy. Dividere uii triaiig;olo in pjrti equivalenti mediante rette pa- 
rallele ad un lato, 

28. Dividere un trapezio in parli equivalenti mediante rette paral- 

lele alle basi (27). 

29. Dati due poligoni simili P s P' costruire un terzo poligono P" 

simile ai due primi ed equivalente alia loro somma o alla 
loro differenza. 

30. il luogo dei punti le cui taagenti a due cerchi sono eguali è 

una retta perpendicolare all'asse centrale (asse radicale dei 
due cerchi). 

31. Esiste un punto le cui tangenti a tre cerclii sono eguali (30). 

32. Costruire l'asse radicale di due circoli (31). 

S 6. 
35. I! Iato del triangolo regolare circoscritto ad un ciicolo è 
doppio del lato del triangolo regolare inscritta. 
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54- L'esagono regolare è doppio de! iriiingolo reg:olare inscritto 
asilo Slesso cerchio. 

35. Con quali poligoni regolari dello stesso numero di lati si 

può comporre un paviraenio ? 

36. Un poligono equilatero inscritto al cerchio è regolare. 

37. Un poligono equiangolo circoscritto al cerchio è regolare. E 

un poligono equiangolo inscritto nel cerchio è sempre re- 
golare? 

38. Due diagonali di un pentagono legokre che non passano pel 

medesimo vertice si tagliano in sezione aurea. 

39. Inscrivere un ennagono regolare in un altro ennagono re- 

golare. 
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LIBRO SESTO 



lungliezza della cii-eonferenza, e area del cercliio 

83. Teor. I. — / perimetri di due poligoni simili 
inscriiti circoscritti a due circoli stanno fra loro come ì 
raggi dei due circoli. 

Dimostriamo il teorema pei poligoni inserirli. 

Siano ABC. A'B'C due triangoli formati con tre 
vertici consecutivi dei due poligoni; O, 0' i centri dei 
due circoli (lìg. 307). 




»I triangoli ABC, A'B'C essendo simili, saranno 
eguali gli angoli BCA^ B'C'A' ; e quindi saranno eguali 
gli angoli al centro AOB, A'O'B' corrispondenti (t. 33), 
Ma i triangoli isosceli AOB, A'O'B' sono equiangoli 
perchè hanno l'angolo al vertice eguale e quindi eguali 
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anche gli altri due (t, VII, 37), dunque sono simili 
(e. Ili, t. V, 75) e perciò : 

AB: A'B' = AO : A' 0' . 

E siccome i perimetri P e P' di due poligoni simili 
stanno fra loro come i Iati omologhi, cosi 

F:F ~ AB: A'B' 
da cui : 

P: P' ~ AO:A'0'. 

Dicii. I. — Se si ha una serie di grandezze omo- 
genee A^A^...A„..., usando il linguaggio dei movimento, 
diremo che si ha una grande:(^^a variabile A ; e !e 
grandezze della serie chiameremo stali della grandezza 
variabile medesima. 

Bieh. II. — So una grandezza variabile, da un 
sno scato divenra e rimane minore (maggiore) di ogni 
grandezza data ad essa omogenea, diremo che la gran- 
dezza variabile diventa indefinitamente piccola (indifìnita- 
mente grande). 

Oss. — Si è visto che fra due serie contigue di 
grandezze, ad es. di segmenti stilla retta, esiste un' unica 
grandezza, determinata dalle due serie, 0, ciò che ò lo 
stesso, da una delle due serie medesime. 

Dieli. III. — Quando una grandezza L è deter- 
rrjinata da due serie contigue di grandezze, o, come 
anche si dice col linguaggio del movimento da due va- 
riabili convergenti, L dicesi limite delle due serie, o delle 
dae variabili. 

Teor. II. — I perimetri, e co^ì le superficie, dei 
poligoni regolari inscritti e circoscritti ad uno slesso cir- 
colo costituiscono due classi contigue. 

a) Indichiamo con P„ e />„ rispettivamente i peri- 
metri di due poligoni regolari di n vertici, il primo cir- 
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■coscritto, il secondo inscritto allo stesso circolo di rag- 
gio r. Il poligono inscritto è esso pure circoscritto ad 
un cerchio che ha per raggio l' apotema. Indicando 
con Un l'aporema di questo polìgono, e ricordando che 
due poligoni regolari dello scesso nimiero di vertici sono 
simili (t. 81), avremo: 
(I) P. : p. = f : a, (t. I, 82). 

Quando n aumenta, l' arco sotteso dal lato del 
poligono diminuisce, e quindi diminuisce anche il lato 
stesso (e. t, I, 29); mentre l'apotema aumenta (t. Ili, 29). 
Quindi se AB e JB' sono lati di due poligoni rego- 
lari inscritti, ed è AB' < AB, e se OC, OC sono ì 
loro apotemi (fig. 208) si ha ; OC > O C. La dif- 
ferenza r — a;,! per ti abbastanza grande è minore di 
ogni segmento dato e. Infatti se, qualunque sia J7, fosse 
r — fln > fs sarebbe pure in < r — e, mentre 
descritta la circonferenza di raggio r — e e di centro O, 
i pohgoni regolari i cui lati sono compresi fra questa 
circonferenza e la data hanno un' a^otema maggiore di 
,r — £ : dunque r — rt„, quando n diventa indefinita- 
mente grande, diventa indefinitamente piccola (dich. II). 




Ma pei* la (i) decresce indefinitamente, (t. Ili, 70) anche 
^n — Pn, dunque la prima parte del teorema è dimostrata. 
bj Per la seconda parte osserviamo che si ha 
{e. il, t. IV, 80): 

r (P„ r) : r (p. «.,) - q {r) : q (a..) ; 
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dico che quando r — a„ decresce indefinitamente an- 
che la differenza dei quadrali di r e di a„ decresce in- 
definitamente, e quindi decresce indefinitamente anche : 

r (P„ r) - r [p. «„). 
Sia AB CD un quadrato di lato r; e AB' CD' un 
quadrato di iato «„ (fig. 209). Si trasformi il quadrato 
AB'C'D' nel rettangolo ADB"C" di altezza AD; 
le rette B'D, B"D' sono parallele. La differenza dei due 
quadrati è equivalente alla differenza dei due rettangoli 
AB"C"D, ABCD, vale a dire a! rettangolo B"BCC", 
Dalla figura inoltre si ha : 

AD: AB' = AD' : AB" 
ossia: r:«„ = fl„ -.AB". 





, 


\ ■■■: 





Quando r — a„ decresce indefinitamente lo stesso 
accade di : a„ — AB" quindi anche di (r — «„) -1- 
(a„ — AB") ^ r —AB"; dunque il rettangolo 
B"BCC" diventa indefinitamente piccolo {perchè due 
rettangoli della stessa altezza stanno come le loro basì, 
e quindi quando la differenza delle basi diventa indefi- 
nitamente piccola, tale diventa anche la differenza dei 
due rettangoli) ; e quando il numero dei vertici dei po- 
ligoni regolari inscritti o circoscritti aumenta indefini- 
tamente la differenza r — fl,i e quindi anche per la (i) : 
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T (P„ r) — r (p,, dn) diventa iniietìnitamcnte pìccola. 
(d, IV, É9 e dich. II) e. v. d. 

Teor. ITI. — La circonferenza é limite dei perime- 
tri, ed il cerchio è lìmite delle superficie, dei poligoni re- 
golari inscritti e circoscritti ad essa. 

a) Infatti i punti della circonferenza o sono vertici 
dei poligoni, oppure sono compresi fra tutti i poligoni 
inscrìtti e circoscritti ad essa, Ì cni perimetri hanno una 
differenza che diventa indefinitamente piccola col cre- 
scere del numero dei vertici. È facile ora dimostrare 
che non vi è alcun punto X non appartenente alla cir- 
conferenza, il quale goda di tale proprietà. 

Se ad es. X è interno alla circonferenza, si conduca 
il raggio OX' che la incontrerà in 7 (fig. 210 rt). Siccome 
col crescere indefinitamente del numero n dei vertici 
decresce indefinitamente il lato del poligono regolare 
inscritto, così si potrà sempre scegliere n abbastanza 




grande che il lato YZ del poligono sia minore della 
corda JB perpendicolare ad OX. Ora l'apotema del 
poligono di lato Y Z, essendo YZ <C AB, sarà mag- 
giore di OX e quindi X sarà un punto interno del po- 
ligono suddetto, e non sarà compreso fj-a i poligoni 
inscritti e 1 poligoni circoscritti. 
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Se X invece è esterno alla circonferenza e Z è il 
vertice di im poligono circoscrino tale che OZ < OX, 
questo poligono non contiene il punto X, perchè la 
distanza dei vertici dal centro O, che è eguale ad OZ, 
è la distanza massima fra O ed i punti del perimetro 
del poligono stesso (fig. 210^). Ora quando il lato di 
un poligono regolare circoscritto diventa indefinitamente 
piccolo, tale diventa anche la metà ^^Z di esso e 
quindi anche il Iato A C del poligono inscritto di un 
numero doppio di lati (t. Ili, 25). 

Ma CZ <:JZ-i-Aa dunque anche CZ diventa 
indefinitamente piccolo (perchè se i5 è un segmento 
qualsivoglia, il segmento AZ diventa minore di ^^ < <5 
il segmento AC diventa minore di ò — ò^, quindi 
AZ -h AC, epperò anche CZ, diventa minore di 
6^ -i- {ò — ^i) ossia di d). E siccome OZ ha per limite 
il raggio, cosi, dato X si può sempre sceghere un n 
abbastanza grande che il vertice Z cada fra & X. Ma 
i perimetri dei poligoni inscritti e circoscritti sono gran- 
dezze omogenee per le quali ha luogo il teor. II; la 
prima parte del teor. è dunque dimostrata. 

b) La seconda parte dei teoretua deriva da a) e 
dalla seconda parte del teorema II *). 

j r d p 1 il f pi I 

I 1 p ] Il 1 p 

p d { p 7J 11 pò 

d ! Il m i Ig 1 P 

d bl 1 f d I 1 d 

d h I pòdi! HI 

1 q 1 p 1 m d pp I p 

] dd h p 

; ( bb d d L 1 

1 b d [ rz, a d 4Z 4C d ( ca 
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83. Itef. I. — Grande:^:^£ principali di con si : i) i 
segiueLiti rettilinei, i poligoni e le figure poligonali del 
piano; 

2) i poliedri, le figure poliedricbe e le superficie 
di esse. 

BeC. II. — Il pcrimcEro di una figura poligonale' 
(o la siiperlìcie di una figura poliedrica) ciiiamasi con- 
turno deità figura poligonale (0 della figura polie- 
dric,), 

Otìf. III. — Quando, una grandezza priucipaie i^ 
variabile ha una grandezza limite F, e il contorno di V 
ha una grandezza limite (d. VJ, 82), questa si chiama 
contorno di F. 

Le figure poliednctie e le figure che sono lìmiti dì 
grandezze di questa specie diconsi figure solide. 

Bef. IT- — Quando i contorni di due figure A, B 
piane (o solide) hanno soltanto alcuni punti o qualche 
parte in comune la figura formata da j^ e if si chiama 
somma dì A t B, oppure di due figure ad esse eguali. 
In modo anaiogo si definisce la somma di più figure 
A, B. C 

Oss. I. ~ Si usano anche io tal caso i segni + 
e — per indicare la somma e la differenza, 

ììaf. T. — Per parti di una figura, oltre alle pani 
poligonali (o poliedriche) (d. II, 60), intendousi anche 
delle figure piane (o stereometriche) che siano limiti di 
grandezze principali di figure definite in questo modo, 



divisibili (a si può anche aOóra usare !a parola indcfì- 
lente pìccoli) diventa pure indivisibile (0. emp. 68), 
Analoghe consi iterazioni si possono fure pei teoremi suc- 
'i nei quali enlra il concetto di limite. 
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-e tali che sommate ad altre figure danno l.i figura 
data. ■ 

]>ef. Vt. — Generalizzando le def. IV, 60, e II, 6u 
diremo che due figure sono equivalenti quando sono 
somme di parti (d. V) ciascuna a ciascnna rispettiva- 
mente eguali, od anche quando sono limiti dì figure 
■eguali od equivalenti. 

Def. VII. — i) Per segmento associato ad una figura 
piana, rispetto ad un segmento dato b intendesi la base 
di un rettangolo di altezza h, equivalente alla figura 
data. 

2) Pei' segmento associato ad una figura solida rispetto 
.ad un quadralo di lato b, intendesi 1" altezza di un pa- 
rallelopipedo retto, che ha per base il quadrato di lato /;, 
■equivalente alla figura data. 

Teor. I- — // segmento limite dei segmenti rettilinei 
■equivalenti ai perimetri dei poligoni inscritti e circoscritti 
al circolo è equivalente alla circonferenza. 

Ciò è coosei^uenza dei teoremi II, DI, 83 e della 
def. VI. 

Osa. li. — Valgono per le figure equivalenti i 
teor, II e III del num. 61 con le sresse dimostrazioni. 
Solo che in quella del reorema III per dimostrare che 
C C\ hanno una o più pani in comune quando C C\ 
hanno ciascuna dei punti interni ed esterni all'altra, ba- 
sta osservare che la parte interna della grandezza prin- 
cipale variabile che ha per limite C da un suo stato 
in poi aura necessariamente dei punti interni ed esterni 
a quella che ha per limite C'j, e quindi la parte co- 
mune di queste due grandezze variabili ha per limite la 
parte comune fi'a C e C\ e quindi C\C\ avranno 
almeno una parte comune vale a dire C resterà divisa 
da C\ almeno in due parti. 
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Teor. II. — Il cerchio è equivalente al retiangolo 
the ha per base la circonferenza e per alte^^a la metà del 
raggio. 

Trasformiamo i poligoni circoscrltri alla circonfe- 
renza in rettangoli equivalenti che abbiano la stessa al- 
tezza, e cioè la metà del raggio e per basi i perimetri 
P-^P^.... dei poligoni stessi (fig. 211). 



Questi perimetri hanno per segmento limite il seg- 
mento equivalente alla circonferenza, quindi i rettangoli 
soddetti hanno per hmite un rettangolo avente per al- 
tezza la metà del raggio, e per base il detto segmento. 

Ma il cerchio è pm-e limite dei poligoni regolari 
■circoscritti, dunque tee. 

Teor, III. — Due circonferenze stanno fra loro 
come i rispettivi raggi: e due cerchi stanno fra loro come 
i quadrati dei faggi. 

a) Siano O O', r r' i centri ed i raggi di ine 
circonferenze C e C, JB un arco qualunque della 
prima e JOB l'opposto angolo al centro. Facciamo 
corrispondere nella seconda circonferenza al punto A 
un punto A' qualunque ed all'arco AB un arco A'B', 
tale che : A^B' = A'OS (fig. aoy). I due triangoii 
AOB, A'O'B' sono simili, per avere un angolo eguale 
compreso fra lati proporzionali, epperò : 
AB: A'B' =z r:r'. 

Ciò posto, se AB e A'B' sono i lati di due poli- 
goni regolari dello stesso numero di vertici inscritti nei 
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due circoli, e se P e P' sono i rispccàvi pennietri, 
abbiamo : 

?:F' -z AB: A' B' (t. 8i e t. I. 8oj 
e quindi P : P' zz: r : r' . 

Sia ora X il segmento quarto prcpor^ionale dopo 
P, e Q P' ; sia cioè : P : i: := P' : X da cui : 

c:P ^ x:P' e ^ P:P = X ~ P- : P' 
ove per e e e' intendiamo i segmenti rettilinei equivalenti 
alle due circonferenze C e C (t. I}. 

Col crescere indefinitamente del numero dei ver- 
tici del poligono di perimetro P sappiamo che e — P 
decresce indefinitamente ; dalla proporzione precedente 
risulta allora che col crescere indefinitamente del nu- 
mero dei vertici del poligono P e quindi del poligono 
P', X — P' decresce indefinitamente e x è il limite di 
P'. Ma è e' il limite di P' ; dunque e' ^ x. Pertanto 
abbiamo : e : P = e' : P' quindi e : e' = P : P' 
donde : e : e' zz: ?■ : r'. Scriveremo anche : 

b) Per la seconda pane del teorema, invece dei 
segmenti e e e' bisogna considerare i rettangoli equi- 
valenti ai due cercbi, i quali hanno per basi i due seg- 
menti e G e' & per altezze le metà dei raggi ; e invece 
dei due poligoni P e P' ì rettangoli ad essi equivalenti 
della stessa altezza {fig. 2n). Allora se X è un rettan- 
golo la cui base è quarta proporzionale alle basi dei 
rettangoli rispettivamente equivalenti a P, al cerchio di 
raggio r, ed al poligono P', X è equivalente all' altro 
cerchio. 

Qnindi si ha : 

P r P' z= ccrch. C: cerch, C. 

Ma F e P' sono due poligoni simili, 
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dunque ; P : P' zz: q{r) : q{r') epperò : 

cerch, C : cercb. C ^ q{r) : q{r'}. 

Cor. — // rapporto fra la circonferen:(^a ed il dia- 
metro è costante per lutti i circoli. 

Infatti insieme alla proporzione ; 



e quindi anche : e : ir ^ e' : ir' . 

Teor. IV. — ■ Jl cerchio (o una parie di esso) non 
è equivalerne ad ima sua parte. 

Sia F^F^... F„, lina serie di poligoni regolari inscritti 
nel cerchio, che abbia per limite il cerchio C. Al cer- 
chio C è equivalente un rettangolo che ha per altezza 
la metà de! raggio e per base il segmento equivalente 
alla cicconferenza (t. IV, 83). La base e di un rettangolo 
di data altezza (eguale ad es. alla metà a del raggio, 
equivalente al cerchio) è il segmento associato al cer- 
chio rispetto al segmento a (d. VII, 83). Questo rettan- 
golo è limite della serie dei rettangoli aventi la stessa 
altezza ed equivalenti alla serie di poligoni FiF^... F^ 
di un numero sempre crescente di lati, le basi dei quali 
sono i segmenti associati dei poligoni stessi (e. t. HI, 83). 

Se F' è una parte di C, essa o appartiene ad uno 
dei poligoni suddetti, oppure ha una parte del suo con- 
torno in comtme colla circonferenza (lig 212). In ogni 
caso se non è ima figura poligonale appartenente ad 
mi poligono Fi. essa è limite di una serie di queste 
grandezze F\ F'^.... F'„, (d. V, 83) che appartengono 
ad i^' e a Fj F^ ... F^ ad alcune di esse. Oltre a 
Fi'Fg'...F'„ vi devono essete alcre grandezze in F^F^.-.F^ 
che aìnlmcLitì la F' si confoodcicbbe cu! cerchio C, e 
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non sarebbe pane di C; psrciò il segmento associato 
afe parte del segmento associato a C, perchè deve 
esser parte dei segmenti associati a F^ F^ ... F,„ come 
T^j'/y... F'n, sono parti di F^F^... F^ o di alcune di esse. 
Dnnqae il rettangolo equivalente a F' di altezza eguale 
alla metà del raggio è parte del rettangolo della sressa 
altezza equivalente a C; e poiché questi due rettangoli 
non possono essere equivalenti (o. I, 63) cosi non lo 
possono essere neppure F' e C (t. I, 63). 




Sia Invece F" una parte di /•'. Se F' e F" fos- 
sero equivalenti, indicando con F'" la parte tale che 
C^z F' -h F'" il cerchio sarebbe equivalente a F" -t- F'" 
ciò che fu dimostrato assurdo. 



Siiyerlìcic e voliissiì del cilindro e «lei cnuo 

84. Dof. I. — Un prisma retto la cui base k 
iscritta (o circoscritta) alla base di un cilindro retto, 
i chiama inscrilto (o circoscritto) ai cilindro medesimo. 

Teor. I. ~ Le superfìcie laterali dei prismi regolati 
tscrilii e di quelli circoscritti ad un cilindro, e così i 
rismi slessi, costiUmcono due classi contigue. 



y Google 



a) Osserviamo intanto che le superficie laterali dei 
prismi inscritti sono minori di quelle dei prismi circo- 
scritti. Inoltre le stiperficie laterali dei prismi inscritti 
e circoscritti sono equivalenti ai rettangoli aventi per 
base i perimetri delle basi dei prismi, e per altezza, l'al- 
tezza dei prismi stessi. Ma le basi di detti rettangoli, e 
quindi anche i rettangoli stessi, costituiscono due classi 
contigue (t. II, 83), dunque anche le superficie laterali 
dei prismi inscrini Ce circoscntii) formano due classi 
contigue. 

b) I prismi inscritti sono minori dei prismi circo- 
scritti al cilindro. Inoltre un prisma rotto inscritto o cir- 
coscritto al cilindro è equivalente ad un parallelo pipedo 
retto di altezza a eguale a quella del cilindro avente per 
base un rettangolo di altezza a, Questo parallelepipedo 
ha una faccia quadrata di lato a con l'altezza relativa che 
indicheremo con p. Il segmento p è ì\ segmento asso- 
cialo al prisma rispetto al quadrato di iato a (d. VII, 83}, 
E siccome i rettangoli di lati a e p corrispondenti alle 
basi dei prismi inscritti e circoscritti al cilindro costi- 
tuiscono due classi contigue (t. II, 83), così è dei seg- 
menti associati dei prismi stessi, e quindi anche dei 
prismi, dappoiché questi sono proporzionali alle loro basi. 

Cor. I. — La superficie laterale del cilindro é equi- 
valente ad un reilangolo che ha per alle:(^s^a quella del cilin- 
dro, e per b,ise la circonferen^ji base del cilindro medesimo. 

Perchè essa è limite delle superficie laterali dei 
prismi inscritti e circoscritti al cilindro stesso, come 1 
perimetri delle basi di essi hanno per limite la circon- 
ferenza base del cilindro medesimo. 

Cor, II. — Il cilindro è equivalente al parallelopi- 
pedo che ha una base quadrata equivalente a quella del 
cilindro e alte^^a eguale a quella del cilindro stesso. 
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Difarti il cilindro è il limite dei prismi inscritti, 
come la base C del cilindro ò il limite delle basi dei 
prismi stessi ; ma il parallelepipedo che ha una base 
quadrata B ài lato b equivalente a quella del cilindro 
ed eguale altezza, è esso pure il limite del prismi iiiscritti 
equivalenti ai precedenti, le cui basi sono rettangoli 
equivalenti ai poligoni inscritti in C con un lato co- 
mune ed banuo per limite la base B del parallelepipedo; 
dunque 1! cilindro è equivalente a questo parallelepipedo, 
e. V. d. 

85. I)ef. — Una piramide dicesi inscrilta (o circo- 
scnttà) ad un cono, quando il vertice della piramide 
coincide con quello del cono, e la base della piramide 
è inscritta (o circoscritta) a quella del cono. 

Toor. I. — Le superfìcie laUrali delie piramidi re- 
golari inscritte e di quelle circoscritte al cono, e così le 
piramidi stesse, costìluiscono due classi contigue. 

La dimostrazione è analoga a quella del t, I, 84. 

Cor. I. — La superfìcie laterale del cono i equiva- 
Unte ad un triangolo avente per base un segmento equiva- 
lente alla base del cono e per alteis^a l'apotema del cono. 

Come pel cor. I del teor. I, 84. 

Cor. II. — // cono é equivalente ad una piramide 
che ha per baie un poligono equivalente alla base del cono 
e la stessa alte^^x"-. 

Dimostrazione analoga a quella del cor. II, 1. 1, 84. 

Teor. II. — La superficie laterale del tronco di 
cono a basi parallele é equivalente al rettangolo che ha 
per base la sezione media del tronco, e per alte:{_:{a l'apo- 
tema del tronco stesso. 

Siano C, C ; r, r' rispettivamente le circonferenze 
ed i raggi delle due b^sl del tronco di cono ; h, h' i 
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iati dei coni che determinano ìl tronco. La superficie 
del cono di lato è e di circonferenza C è equivalente 
ad un triangolo rettangolo l^AB di cui un cateto AB 
è equivalente a C, e l'altro ad h (e. I, t. I). 

Ma si ha: C : C = r : r' (t. HI, 83) 

ed essendo le basi del tronco parallele fra loro, si ha 
(fig. 213 a) r:r'^h:h' 

donde : C : C -.~ h : h' 

Se A'B' è parallela ad AB (fig. 213, i^) alla distanza h' 
da V si ha pure : AB : A'B' z= h : h' . 




Ma AB è equivalente a C; dunque A'B' è equi- 
valente a C, vale a dire il cono di vertice K e di 
base C è equivalente al triangolo VA'B'. Ciò posto, 
siccome la superficie laterale del tronco dì cono è la 
differenza delle superficie laterali dei due coni che de- 
terminano ìl tronco, e queste sono equivalenti rispetti- 
vamente ai triangoli VAB, VA'B', la superficie laterale 
del tronco stesso sarà equivalente a quella del trapezio 
ABB'A', la quale è equivalente a quella di un rettangolo 
che ha per altezza A A' e per base la seroisomma delle 
basi del trapezio, che è la sezione media del tronco 
stesso. 

Toor. III. — // tronco di cono è equivalente ad 
una piramide avente per aìteì^^a Y alleT^Tfi del lro?ico, e 
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per base un quadrato equivalente alia somma delle basi e 
della media pì-opor^ionale delle basi stesse. 

Siano 5, S' ; )■, t' rispettivamente le superficie ed i 
raggi delle due basi del tronco dì cono ; h, h' le al- 
tezze dei coni clie determinano il tronco (fig. 214 a). 

Dal icor. Ili, 83 e dalla figura si ha : 
5 -.5' =gir):q{r']-q(h):q [b'). 




Sia ora F(ABCD] una piramide con lo spigolo 
VB perpendicolare alla base ed eguale ad /;, e con la 
base ABCD equivalente ad S. Si prenda VB' ^ h' 
sull'altezza VB e da B' sì conduca un piano A'B'C'D' 
parallelo ad ABCD. SÌ avrà: 

ABCD -.A'B'C'D' — q {VB): q [VE') 
ossia: 5 : A'B'C'D' = q (h) : q {h') 

Ma S:S' — q {h) : q (//) 

dunque: S:ABCD = 5:5' 

da cui: 5' = A'B'C'D'. 

Ciò posto, siccome il volume del tronco di cono 
è la differenza dei volumi dei due coni che determinano 
il tronco, e questi sono equivalenti rispettivamente alle 
piramidi V{ABCD), r(^'B' Ci)'), il volume del tronco 
stesso sarà equivalente a quello del tronco di piramide 
ABCD A'B'C'D'. Ma un tronco di piramide a basi 
parallele e equivalente ad una piramide avente per altezza 
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quelh del ironco, e per base un quadrato equivalente 
alla somma delle basi e della media proporzionale delle 
basì stesse (t. II, 79), dnnque ecc., 

Teor. IV. — // cilindro ed il cono (0 parti di essi) 
non sono equivalenti ad una loro parie. 

Per il cilindro e pel cono la dimostrazione è in 
sostanza la stessa del teor. IV, 83 ; basta sostituire al 
cilindro o al cono un parallelepipedo retto ad esso 
equivalente avente per base un quadrato di lato dato 
(t. II, 83 e t. II, 84) ed in luogo dei poligoni regolari 
inscritti al cerchio, i prismi regolari inscritti nel cilindro 
e le piramidi regolari inscritte nel cono. 

Teor. V. — Le superficie laterali del cìUiidro e del 
cono (0 pani di esse) non sono equivalenti ad una loro 
parte. 

a) La superfìcie laterale di un cilindro è limite delle 
superficie laterali 5[5g..,.5n, dei prismi regolari inscritti 
PiP^-fra- Ad esse sono associati dei segmenti Sfy...Sm 
rispetto ad un dato segmento a, i quali hanno per li- 
mite il segmento s associato alla superficie laterale S, 
che è la base del rettangolo ài altezza a equivalente ad 
5 (e. 1, t. I, 84). Una parte 5' di S (fig. 215) è limite 

dì una serie S{So....S'„ di superficie, che 
fa parte della serie 5i5'g53....5,„ e quindi a 
5' è associato un segmento parte del seg- 
mento associato ad S, e quindi S e S' non 
Fig. iij possono essere equivalenti. 

b) Nello stesso modo sì dimostra il teorema per 
il cono, considerando le piramidi regolari inscritte nel 
cono. 

■ e) Che una parte della superficie laterale del cilindro 
o del cono non possa esser equivalente ad una sua 
parte, si dimostra come per il cerchio. 
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Superficie e voliimo della sfera 

86. Teor. I. ■— La superficie generala da un seg- 
mento che compie una roia^ione intera intmito ad una 
retta situata con esso nel medesimo piano, e -che lo lascia 
tutta da una stessa banda, é equivalente al rettangolo della 
proie:^ont del segmento sulla retta e della circonferenza 
che tocca il segmento dato nd suo punto medio ed ha il 
centro sull'asse di rotazione. 

Siano X F r asse di rotazione, JB il segmento 
situato dalla stessa banda di XY. SLipponiarao da prima 
che il segmento AB non abbia punti comuni con la 
retta XY e non sia parallelo ad XY (fig. 216 a). La su- 
per6cie generata da AB, essendo quella di un tronco 
di cono a basi parallele, sarà equivalente al rettangolo 
di altezza AB e di base equivalente alla circonferenza 
della sezione media cioè' alla circonferenza di rag- 
gio MO. 





Ma se AB" k i! segmento parallelo alla proiezione 
A'B', i triangoli ABB'\ MON per avere i Iati ordi- 
natamente perpendicolari sono equiangoli e quindi sono 
simili, e per ciò : 

MO : MN — AB-' : AB. 
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Indicando con QC, le circonferenze di raggi MO 
€ MA', si ha ; 

C, : Cg = MO : MN (r. Ili, 83) 
donde: C^ : Q = AB" : AB. 

Ma A'B' ^ JS" per conseguenza: 

t, : Tg r= ^'B' : AB 
essendo c^ e Cg i segmenti equivalenti a C, Q donde : 
r (c„ ^B) = r fcg, ^'5') e. V. d. 

Se il segmento ^B è parallelo ad ZF(fig. 216 i) 
■0 se mi suo estremo è sopra X F (fig. 2iéc), la super- 
ficie generata da esso è quella laterale di un cilindro o 
di un cono. Nel primo caso coincidono O ed N, B e B"\ 
€ nel secondo caso coincidono A e A', B' e B" . 

Tanto neir uno quanto nell'altro caso la superficie 
generata è equivalente al rettangolo di lati A'B' e c^. 

Cor. — La stiperficie generala da una spe:{:^aìci re- 
golare che ruota ailorno ad un asse passante pel centro 
della spe^s^^ata, giacente nel piano di essa e non tagliata 
da essa, è equivalente al rettangolo della proie:(ione della 
spe:i;;(ata stessa sopra V asse e della circonferenza avente 
per raggio l'apotenia della spe^:iala. 

Sia AB CD.... una spezzata regolare di centro O e 
di apotema OH e siano A'B\ B'C, CD'... le pro- 
iezioni dei lati JB, BC, CD... sull'asse di rotazione 
passante pel centro O (fìg. 217). Le superficie generate 
dai lati AB^ B C CD, saranno date rispettivamente dai 
rettangoli : 

r(A'B',c) r{B'C,c) r{C'D',c) 
ove e è il segmento equivalente alla circonferenza C di 
raggio M 0. Ma !a superfìcie generata dalla spei^zata é 
la somma delle superficie generate dai lati AB, BC, CD...; 
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essa qniiiJi sarà equivalente alla somma dei rettangoli 
precedentemente indicati, e quindi al rettangolo di al- 
tezza A'B' -+- B'C + CD' -+-.... ossia A'D'.... e di 
base e ; quindi essa è equivalente al rettangolo della 
proiezione A'D' della spezzata, e della circonferenza che 
ha per raggio P apotema OM. 




Teor. II. — Le superficie generate dalla ruta^ione 
delle spe:(xaU regolari dello stesso numero di lati inscritte 
e circoscritte ad un arco dì cerchio, intorno ad un dia- 
metro del cerchio, che le lascia da una stessa banda, co- 
stituiscono due classi contigue. 

Siano P= ABCD, P ^ A'B'CD' due spezzare 
regolari 1' una inscritta l'altra circoscritta all'arco AD 
dello stesso numero di lati (fig, 217). Si può inscrivere 
una spezzata regolare P nell'arco AD dividendo ad es. 
AD per metS, e poi per metà gli archi così ottenuti, e 
via dicendo; la spezzata regolare circoscritta sì ottiene 
tirando le tangenti all'arco AD parallele ai lati della 
spezzata inscritta. Le proiezioni delle spezzate P e P* 
sul diametro ZF sono A'U e A{D{ ed è ^/Z)/ > A'U. 
Siano OM, OM' gli apotemì di Pe P'; si ha O M' > OM. 
Le superficie generate da P e P' sono equivalenti a due 
rettangoli di altezze AD s A^'D^' e di basi equivalenti 
alle circonferenze e, e' di raggi OM ed O M' ; dunque 
le superficie generate dalle spezzate P sono minori di 
quelle generate dalle spezzate P'. D'altronde si ha: 
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r{c,A'D'): r (e', JD') ~ e : e' =z OM : M' 
r {c\ A'D') : r (e', ^/A') ~ ^'^' ■ A'I^i'- 
E siccome OM' — OM decresce indefiniramence al cre- 
scere indefinitamente del numero dei lati della spezzata 
inscritta o circoscritta, come fu dimostrato pe! t. II, 82, 
cosi anche r (e'. A'D') — - r (e, A'D') decresce indefini- 
tamente. Ma tonando OM' — OM diventa indefinita- 
mente piccola tale diventa ^l'i'/ — A'D' e perciò an- 
che r{c. A{D{) — r {c\ A'D'), dunque r {l\ A^D^} 
— r{c,A'D') decresce indefinitamente vale a dire le 
snperficie generate dalle spezzate, P e P' formano due 
classi contigue. 

Teor. III. - La superficie di una i^ona sferica é 
il limile delle superficie generate dalle spe^:^ate regolari in- 
scriUe nell'arco di cerchio massimo generatore della :^ona, 
quando esso compie ima rota:(ione completa intorno ai dia- 
metro della sfera perpendicolare alle basi della :iona. 

Sia AD l'arco di cerchio massimo generatore della 
zona (fig. 217) intorno al diametro XY della sfera, 
perpendicolare alle basi della zona (d. Vili, 56) ossia 
anche ai cerchi descritti dai punti dell'arco AD. La zona 
è sempre compresa fra le superficie generate dalle spez- 
zate regolari inscritte e circoscritte all'arco AD, mentre 
nessun punto fuori della zona gode di cale proprietà. 
Per la dimostrazione basta osservare che un punto F 
fuori della zona è situato nel piano diametrale XYP, 
il quale taglia la zona in un arco di cerchio massimo 
e le superficie suddette in spezzate regolari inscritte e 
circoscritte all' arco stesso. Si può dunque supporre che 
P sia nel piano X Y AD. Ma P non è compreso fra le 
spezzate regolari inscritte e circoscritte all' arco AD, 
come deriva dalla prima parte della dimostrazione del 
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teor. Ili, 83 ; dunque la zona, e soltanto essa., è com- 
presa fi"a le superficie generate dalle spezzate regolati 
inscritte e circoscritte all'arco AD generatore di essa. 
Ma tali superficie costituiscono due classi contigue ; dun- 
que il teorema è dimostrato (d. VII, 56). 

Cor. I. ~ Lv superficie di una ^o^a (0 di una ca- 
lotta) sferica, é equivalente al rettangolo della circonfe- 
renia massima della sfera e dell' altei:;_a della ^ona (0 della 
calotta). 

Infatti i rettangoli equivalenti alle superficie laterali 
delle spezzate inscritte e circoscritte all'arco generatore 
della zona (o della calotta) di altezza A'D' (fig. 217) 
hanno un rettangolo limite (t. II), la cui base è il limite 
dei segmenti associaci alle dette superfìcie rispetto al 
segmento A'D' , ossia è la circonferenza massima della 
sfera (e. I, t. I). Dunque ii rettangolo clie ha per base 
la circonferenza e l'altezza A' D' è equivalente alla zona 
(o alia calotta) (d. VI, 83) e. v. d. 

Cor. II. — La superficie sferica é equivalente al 
rettangolo della circonferenza massima e del diametro della 
sfera. 

Basta considerare come arco AD la semicirconfe- 
renza; la quale ha per proiezione il diametro. 

87. Dicli. — La circonferenza di raggio X Y sarà 
indicata con: circ (XY); ed Ìl cerchio con cer {XY). 

Lemma. — // solido generato da un triangolo che 
compie una rotazione intonto ad una retta del suo piano 
passante pel vertice, e che lo lascia lutto da una stessa 
banda, è equivalente alla piramide che ha per base la su- 
perficie generata dalla base del triangolo, e per alleila la 
distan:i;a di essa base dal vertice. 

Sia XY l'asse di rotazione, e sia .i^BO il triangolo 
posto conforme l'enunciato. La sua base AB può avere 
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1311 estremo in connine con l'asse; o non aver alcun 
ponto in cornane con l'asse, se non prolungata, oppure 
essere parallela all' asse. 

a) Nel primo caso, se dai vertice S si conduce la 
perpendicolare 5 C sino ad incontrare ì'asse, essa, o avrà 
il suo piede fra A ed O, od in O, o fuori di J O, se- 
condo ciie l'angolo JOB sarà acuto, retto, ottuso 
(fig, 2i8 ab). Nel primo sottocaso il solido generato da! 
triangolo AOB è somma di due coni, Tono di altezza 
AC, Taltro di altezza CO. ed entrambi di base il cer- 
chio di raggio B C. Ma questi coni sono equivalenti 
alla terza parte dei parallelopipedi recti di base cer. 
(BC) e di altezze AC e CO rispettivamente; per- 
tanto il solido generato dal triangolo ABO è equiva- 
lente alla terza parte del parallelo pipedo retto avente 
per base il cer. {B C) e per altezza AC + CO ossia A O. 




Nel secondo sottocaso si ha Io stesso risaltato, fa- 
cendo coincidere C con O. 

Nel terzo sottocaso il solido generato dal triangolo 
ABO è la differenza dei due coni l'uno di altezza AC 
r aluo di altezza O C ed entrambi di ba.se circolare di 
raggio BC; ed anche in questo caso si conchiode si- 
milmente che il solido generato dal triangolo ABO è 
equivalente alla terza parte del parallelepipedo retto di 
base cer, (BC) e di altezza AO. 
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Ciò premesso osservI:i;no che: 

cei-,.(5C) = r('l circ. B C, B c'\ (t. II, 83) 
■e quindi : 

pica: BaAO)=p (^chx. BC. BC, Ao\ 

^p(~ clrc. BQ r {BC, A0)\ 

Ma essendo BC e MO le altezze del triangolo re- 
lative ai lati AO e AB si ha: 

r{BC,AO)::z i- {AB, M 0) 
■diìnque 

p {cer. RC, AO) — ~ p (circ. BC, r {AB, MO)) 

— ~ p óre. (BC, AB, MO) 

= -- p {r (circ. B C, BA) MO) 

D'altra pane la superficie del cono generato dal 
laro AB è data da ■'- r (circ. BC, AB); dunque, in- 
dicandola con sup. (AB) avremo : 

p (cer. BC, AO) — p (sup. (AB) MO) 
da cni discende appunto il teorema enunciato : peroc- 
ché ia piramide di base sup, (AB) e altezza MO è eqni- 
valente al terzo del parallelopipedo p (sup. AB) MQ). 

b) Nel secondo caso ossia quando Ìl segmento AB 
prolungato incontra l'asse X Y in un punto D (fig, 218 e) 
si ha che il solido generato dalla rotazione del triangolo 
ABO è fa differenza dei solidi generati dai triangoli 
DBO, DAO rispettivamente cioè: 
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— p (Slip. (DB), MO) — ' p (Slip. {DA\ MO] = 

— {p (sup. (BD), MO) - p (Slip. [DJ), MO)) — 

=: -'- p (sLip. (JB), MO) 

come precedememente, 

e) Nel terzo caso, ossia quando JB è parallelo 
all'asse X Y, il solido generato dal maiigolo JOB è 
equivalente alla differenza fra il solido generato dai ret- 
tangolo ABB'A', ove A' e B' sono le proiezioni dì A 
e B sull'asse, diminuito dei solidi generati dai trian- 
goli AA'O e BB'O. Ma il cilindro è equivalente al 
p (est. (A A'), A'B')); ed i coni generati dal trian- 
golo AA'O e BB'O equivalenti a 

- p (cer. (AA') A'O) -^ ■'■■ p (cer. {AA' j B' Ó) 
= -J P (cer. (AA') A'B'}. 

Pertanto la differenza di questi due solidi e quindi 
il solido generato da! triangolo ABO sar^. equivalente a 

-- p (cer. (A A'), A'B'). 

Ora essendo A A' = MO si ha: 

^(cer. (v^^i'), A'B') rz p (-^ óvc.AA',AA', A'B'\ 

— -^ p (circ. MO, MO, A'B'). 

Ma, come è noto 

sup. (AB) = r (circ. MO, A'B'). 
Dunque il solido generato dal triangolo ABO è 
equivalente a ^ j) (sup. AB, MO) conforme l'enunciato. 
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Def. I. — La parte di cerchio determinata da un 
angolo al centro si cliiama settore circolare, mentre per 
sellare poligonale dì un poligono regolare intendesi un 
angolo al centro limitato dal perimetro del poligono 
stesso compreso nello stesso angolo. 

Ad es. nella fig. 217 la figura AB CD è un set- 
tore poligonale contenuto nel settore circolare AOD. 

Def. II. — Il solido generato da un settore circo- 
lare che compie un intero giro intorno ad un diametro 
del sao circolo, il quale lascia da una scessa banda l'arco 
stesso del settore circolare, dicesi setlore sferico. 

Teor. I. — Il settore sferico é limite dei solidi ge- 
nerati dai settori poligonali regolari iiiscritii e circoscritti 
a! settore circolare che lo genera. 

Per la prima parte, la dimostrazione è analoga a. 
quella data per la zona. Per dimostrare poi che i solidi 
generati dai settoti poligonali inscritti e circoscritti al 
settore circolare costituiscono due grandezze variabili 
convergenti, basta dimostrare che la loro differenza di- 
venta indefinitamente piccola. Il solico descriuo dal 
settore poligonale OABCD (fig. 217) è equivalente a 
un terzo del parallelopipedo somma dei parallelopipedi 
equivalenti ai solidi dei settori OAB, OBC, OCD., 
cioè è equivalente a 

'- p{sup.ABCD,MO)= ' p(cn-c.MO,A'D',MO} 

Ma circ. {MO) ; circ, (A'D') — MO : A'D' 



— p (sup. AB, MO) ^ — p (circ. A'D\ MO, MG). 

Per il settore poligonale circoscritto, dello stesso 
numero di lati, l'apotema è eguale al raggio OA della 
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sfera, eJ il solido da esso genemco ò 

— p (circ. J'D', Aiy, AC; 

Ma si ha : 
p (circ. /?/!)/, JO. AO) : p (che. A{D{, MO, MO) 

— q {AO):q {M.0) 
e quando AO -- MO decresce indefinitamente, lo stesso 
avviene di q (AO) ~ q (MO) (dìm. è, teor. II, 82) e 
quindi anche di : 

p (cu: A;D{, AO. AO) — p (circ. ^/D,', MO, MO). 

D'altra parte si lia : 
p (circ. <Di', MO, MO) : p (cir. A'D\ M O, MO) 
— circ. {A^D^') : circ. (A' D') = A^D^' ; A'D'. 

Ma quando AO — MO decresce indefinitamente, 
lo stesso avviene di A^D^ — A' D' e perciò anche 
di: ;. (circ. A^D{, MO, MO] - p (circ, A'D', MO, MO) 
dunque anche di : 

p (circ. A^D{, AO, AO) - p (circ. a;D{, MO, MO) 
e. V. d. 

Cor. I. — Un sellare sferico è equivalente alla pi- 
ramide che ha per base la superficie del settore, e per al- 
te^^a il raggio della sfera. 

La dimostrazione è analoga a quella del cor. II del 
teor. I, 84. 

Cor. II, — La sfera è equivalente alla piramide 
che ha per base la superficie sferica e per aUei:{a il raggio. 

Infatti la sfera è somma di settori sferici. 

Teor. II. — La superficie sferica e la sfera (0 
parti di esse) non sono equivalenti ad una loro parie. 
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La dimostrazione per la superficie sferica è la stessa 
del teor. V, 85, tenendo conto del teor. Ili, 86; e quella 
per la sfera è la stessa dei teor. IV, 86, ossia del 
teor. IV, 83 tenendo conto del teor. I di questo numero 
esteso alla sfera. 
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ESERCIZI 



Libro sesto 



lare corrispondente sta al quadrato del raggio. 

2. Dividere il cerchio in tre parti equivalenti mediante due cir- 

coli concentrici col dato. 

3. Determinare con approssimazione un quadrato equivalente al 

§2 3 
4L 1 IpdiI pfidun cono e di un ci-- 

I ì 1 p d li e. 

5 D d p d 11 f I iore è quella che è 

P I 

6 C pp m ra 1 I ppo piano della super- 

fi i di). di essa in fusi. 

7 II 1 g d 1 re che ruota intorno 

d d h l I d p rte è equivalente al 

p Ulppd hi p l ! hio di raggio eguale 

11 -i d I p 1 la proiezione di essa 

d 1 d m 

se I d f d 11 l della slessa altezza 

fi ra 3 ( d Archimede). 

9llm 1 pfi dlif di cilindro e del cono 

11 f 1 me 4, 5, 9- 
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LIBRO SEITIMO 



tìvantlezze commoiiisnriiMli e grandezze iucoinineii- 
surabìlì. 

88. Def. I. — Due grandezze omogenee diconsi 
commensurabili, quando hanno una grandezza summul- 
tipla comune. 

Ad es. i multipli di una medesima grandezza sono 
a due a due grandezze commensiu-abili fra loro. 

Def. II. — 1} Se più grandezze sono commen- 
surabili, la maggiore delle grandezze summultiple ad 
esse comuni si dice massima comune summullipla delle 
date. 

2) Se più grandezze date hanno multipli comuni, 
ia minore di esse dicesì minima comune multipla delle 
dare. 

Ad es. se ,i ^r iJm, A h \3. minima multipla co- 
mune Ai A e B, e B b la massima summullipla co- 
mune ^\ A e B. 

Def. III. — Quando di due segmenti 1' uno non 
è multiplo dell' altro, il maggiore di essi è, come ab- 
biamo visto (e. post. IX), compreso fra due multipli 
consecutivi del minore. Per la corrispondenza stabilita 
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fra i segmenti della retta e le grandezze di on sistema 
lineare continuo di grandezze omogenee, possiamo dire 
che quando di due grandezze omogenee 1' una non è 
multipla dell'altra, la maggiore di esse è compresa fra 
due multiple consecutive della minore. 

Dividere una grandezza per un' altra, non maggiore 
della prima, significa determinare il massimo multiplo 
Jella seconda contenuto nella prima. 

Le due grandezze si dicono dividendo, divisore ri- 
spettivamente, E la differenza fra il dividendo e il mas- 
simo multiplo del divisore in esso contenuto, ove esista, 
chiamasi reslo della divisione. 

Ad es, se A s B sono grandezze onnogcnee e non 
è : ^ — Bm, è però : Bm <. A < B (m -ì- i) e quindi r 
A — Bm + R. I! dividendo è A, il divisore B ed iì 
resto R. Evidentemente il resto S. è minore del divisore. 

Teor. I. — Ogni summultipla delle grandene divi- 
dendo e divisore, e summultipla del resto. 

Infatti se j^ è la grandezza dividendo, B la gran- 
dezza divisore, R il resto, si avrà : 

A =z Bm -h R (I) 

donde : R z= A — Bm. 

Ora se C è una summultipla di j^ e fi sarA ; 
A— Cp, B — Cq 
donde ; R iz. Cp — Cqm zzz C (p — mq) 
vale a dire C è summultipla di R. 

Tcor. II. — Ogni summultipla della grande:(^a di- 
visore e del resto é summultipla del divìdendo. 

Se C è summultipla comune di 5 e di R, si ha : 
E = Cq R — Cs 
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e dalla (i): A ~ C {mq -h s) 

cioè C è pure summultipla di A. 

Teor. III. — La massima summultipla comune di 
due grande^:!:e é anche la massima . summultipla comune 
della minore di esse e del resto della loro divisione. 

Se ^ è la grandezza maggiore (dividendo), B la 
minore, la massima summultipla comune di A s B è 
summultipla di B ed R (t. I). Ma essa deve essere anche 
la massima summultipla comune di B ed R, che altri- 
menti ve ne sarebbe una maggiore che sarebbe pure 
summultipla di ^ e B (t. II) contro l' ipotesi. 

Probi. - Date due ^rande:{:^e commensurabili, tro- 
vare la massima summultipla comune. 

Siano A & B \t due grandezze commensurabili. Se 
A-^ B, una delle due è la massima summultipla richie- 
sta. Se ^ > B, si divida la maggiore per la minore: o 
si avrà A iiz. Bm., ove m è numero Intero, oppure : 
A=zB .m + R. 

Nel primo sottocaso B è la grandezza richiesta; e 
ne! secondo essa è la massima summultipla comune a B 
ed R, ove è da notare che R <, B (t. III). 

Poiché B y- R, Sì divìda la maggiore per la minore; 
o si avrà: B^iR.n, ove n è numero intero, qnindi: 

A — R{m.!i) + R=zR (m n^i),B~Rn 
oppure: 

B = Rn-hR^. 

Nel primo soitocaso è J? la grandezza richiesta ; e 
ne! secondo essa è quella che è massima snmmultlpla 
a R ed R^; e si avrà : R^ < R. 

Se K := Rip, Ri sarà la massima summultipla di 
A e B; oppure sarà : R ^=: R^p -+- R^. E cosi via. 
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Ma poiché le due grandezze A e B sono commen- 
surabili, questo procedimento deve aver fine dopo un 
certo numero di volte. Infatti si lia : ^ > K 2, ossia 
R < A~; R> R^2 ossia R, < R ~ e quindi: 
R^ <^ A -~. In modo analogo si dimostrerebbe che: 

l?j < ^ -- , e COSI via. I resti della divisione successiva 

sono dunque minori rispettivaineate delle grandezre : 

A^ A— A~ .... A ^. 

Ma le grandezze di questa serie diventano minori 
di ogni grandezza data (t. II, 69), e quindi se A e B 
sono commensurabili, vale a dire se C è sumniultìpla 
di j^ e 5 e la serie dei resti fosse illimitata, allora vi 
sarebbero dei resti minori di C. Ma Cdeve essere sum- 
multipb dei resti (t. 1} dunque è assurdo die la serie 
dei resti sia illimitata. Essendosi cos'i provato che i re- 
sti, sono in numero finito, degli ultimi due uno sarà 
multiplo dell' altro, e quest'ultimo sarà la massima sum- 
mnltipla comune ad A e B. 

Oss. — Date due grandezze omogenee A e B, la 
prima maggiore della seconda, si applichi ad esse il pro- 
cedimento della successiva divisione indicato preceden- 
temente ; cioè si divida B per R, e se si ottiene un resto 
R^, si divida R per Rj, e cosi di seguito. Se le due 
grandezze, j^ e B sono commensurabili questo procedi- 
mento avrà fine come si è visto. E reciprocamente, se 
il procedimento stesso avrà fine, l'ultimo resto essendo 
una summuitipla comune ad A t B, queste saranno 
commensurabili. Ma se in qualche modo si riesce a pro- 
vare che il procedimento della successiva divisione an- 
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zidecta non può aver fine, dò basterà per conchiii'eie 
che ie due grandezze j4 s B sono inconimensiu',ibiIi : 
perocché altrimenti esso procedimento non sarebbe sen^a 
fine. 

Teor. IT. — La diagonale e il lato del guadrutc 
ìom incommensurabili. 

Sia ABCD il quadrato; dico che la diagonale AC 
e il lato AB sono incommensurabili (iìg. 219}. Si sa 
intanto che la diagonale è maggiore del lato (t. I, 25) 
e minore del doppio del lato stesso (t. Il, 25). Sia quindi 
j4E^ AB e si conginnga i; con B e da E sì conduca 
la perpendicolare BF ad AC. Si iia : E'BC = bITf 
perchè angoli complementari degli angoli eguali AB E, 
AEB del triangolo isoscele ABE; dunque il triangolo 
EBE è isoscele epperò BF^EF. Ma nel triangolo 
rettangolo CEF V angolo in C è eguale alla metà di 
un angolo retto; dunque l'angolo iu F è eguale al- 
l' angolo in C (t. Ili, 26), vale a dire il triangolo CF' F 
è pure iroscele, ossia: EF ^EC, donde: BF -^ EC. 



\ 



Per trovare un summnltiplo comune ad A C a 
AB ss BC basca trovare un summultiplo comune ad 
EC sBC e quindi anche di ECc F C, essendo BE^ EC. 
Ma EC è diagonale del quadrato di lato EC; dunque 
si ricade nel caso precedente. Ripetendo questa opera- 
razione, essa si riduce sempre a trovare un summuhl- 
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pio comune alla diagonale e a! lato dì un quadrato. La 
operazione non avendo fine, si conciiiudc che non esi- 
ste alcun summultiplo comune alla diagonale e a! lata 
del quadrato. 



Generalità sulla misura delle grantìezze 

89. Oss. I. — Ricordiamo che dato un sistema 
lineare dì graiidezze omogenee ABC..., e sceka una 
grandezza J del sistema, qualunque altra grandezza X 
del sistema slesso si può considerare come deducibile 
dalla A mediante un'operazione od un sistema di ope- 
razioni da eseguirsi sulla A stessa (o. Ili, 69). Queste 
operazioni sì riducono ad addizioni, a divisioni e sud- 
divisioni di A in parti eguali ed addizioni di questi varit 
snmmultipli di A. Se dunque si Ìndica con h il simbolo 
esprimente l'operazione complessiva da eseguirsi su A 
per avere X, si scriverà; X ^ j^/j allo stesso modo con 
cui si scrive: X^ Am, X ^ ^ — per esprimere rispet- 
tivamente che X è multiplo di A secondo il numero m 
o multipla secondo Ìl numero m della snmmnltipla di A 
secondo il numero n. 

Def. I. — i) Il simbolo qualsiasi delia forma — 
che, posto accanto ad una grandezza A, significa che A 
viene divisa in s partì eguali, e di queste se ne som- 
mano r, chiamasi numero frazionario. Se la grandezza X 
espressa dal simbolo Ah si ottiene anche dividendo A 
in s partì eguali e sommandone r, allora ìl simbolo 

h — ~ 
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dicesì pure nnmero frazionario. Ciò avviene sempre 
quando A q B sono commensurabili. 

I numeri interi e frazionari si chiamano anche nu- 
meri ra^Jonali. 

2) Se invece il simbolò h non è un nnmero fra- 
zionario, il che avviene ad es. quando si voglia espri- 
mere la diagonale del quadrato mediante il laro (t. IV, 89) 
si dice che h è un numero irrazionale. 

3) 1 numeri razionali e irrazionali si chiamano an- 
che numeri reali, *) 

I)ef. IL — i) Misura di una grandezza X rispello 
ai una gratìdexi'ia omogenea A, ossia del rapporto di X 
ad A, dicesl il numero h che esprime l'operazione con 
con la quale da A si ottiene X. 

2) La grandezza A dicesi umici- di misura. 

3) Se X -- Ah, si suol dire che X contiene h unità A, 
anche se h non è numero intero. 

Oss. IT. — Per ì segmenri si sa già come si ese- 
guisce la operazione indicata dal simbolo h ; vedremo 
presto come si eseguisce per le grandezze già consi- 
derate. 

Teor. I. — £fl misura del rapporto di due p-an- 
de:^^ é indipendente dall' unità di mistura. 

Infatti siano A e B due unità di misura e si abbia: 



*) Qui si sappongono note ìt operazioni dell'Aritmetica 
con questi numeri. Le leggi delle operazioni fondamenuli dei 
numeri reali possono anche ciedursi dalla loro rappresentazione 
mediante segmenti rettilinei riferiti ad un segmento daio come 
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A = Y f, X z= Y ~ 

Analogamente sarà; 

X =: Bh^ Y — Bh; 

e quindi r 

Adunque : 

h- *i 

vale a tiire 



Cor. T. ^ La misura del rapporto di una grande^^a 
X ad un' altra omogenea Y, qualunque sia l'unità di mi- 
siira, i data dalia misura di X rispetto ad Y come unità. 

Basta considerai-e nella dimostrazione precedente : 
B =z Y. 

Cor. II. — La misura di una grandei^^a somma 
di più altre è il numero somma delle misure di ciascuna 
di queste altre. 

Infatti se è X ^ Ah F = Ah' 
si ha X+ Y = A {h ^ h'). 

Cor. III. — La misura di una grande^i^a differenza 
di due altre é il numero diferen^ia delle misure di cia- 
scnna di queste altre. 

l'eor. II. — Se quattro granàe:(ze sono propor^io- 
-nali, le misure della prima e della seconda rispetto ad 
una unità e le misure della ter:^a e della quarta rispellt? 
ad altra unità sono proporzionali nello slesso ordine delle 
grandezza date. 
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Siano AB CD quattro grandezze proporzionali, e 
cioè: J:B= C : D 

e siano a, b le misure d'i A e B rispetto ad una certa 
unità U; e, d le misure di C e D rispetto ad nna 
certa unità F; dico che 

a:b = c:d. 

Infatti, poiciiè A : B -^ C : D, ciò significa che 
se jfj è il simbolo esprimente l'operazione mediante la 
quale da B si trae A, cioè se ^ r= Bh, è pure; C z= Db. 
Intanto la misura di A rispetto a 5 è eguaie alla mi- 
sura di C rispetto a D, cioè ad h. Ma pel cor. I del t. ] 

i :^ -r- UT -— dunque ecc. 

Oss. III. — Il teorema precedente permette dt 
sostituire alle proporzioni fra grandezi^e le proporzioni 
fra numeri, e di trattare questioni relative a quelle per 
mezzo di queste ultime. 



§ 3- 
Misura delle lunghezze, delle aree e dei vohimt 

90. Oss. I. — Per unità di misura dei perimetri 
dei poligoni o di sistemi lineari che sono limiti di tali 
perimetri (linee), come ad es. della circonferenza, si 
prende un segmento retiilimo. Quest'unità si chiama 
anche unità lineare. 

Per unità delle misure di superficie si assume un 
quadrato; e per unità di misure dei volumi un cubo. 
La prima dicesi anche unità superficiale, la seconda 
unità volumetrica. 

Def. I. — i) La misura delTarea dì una superficie 
dicesi la misura di essa rispetto ad un quadrato. 
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2) La misura del valuwe di un solido dicesi la 
misura di esso rispetto ad un cubo. 

Oss. II. — Quando non vi sia luogo ad equivoco 
diremo anclie per brevità area, volume, anziché misura 
dell'area o del volume. 

Invece di dire la tuisura di una grandezza A ri- 
spetto ad una data unità,, diremo anche la misura delia 
grandezza A, sottintendendo l'unità, quando non è ne- 
cessario indicarla. 

Teor. I. — L'area del retlangolo è eguale al pro- 
dotto della base per l'alte^^a. 

Se è dato un rettangolo A'B'C'D' di altezza eguale 
all'unità e di base b\ ed un quadrato Q di lato i 
(fìg. 220) si ha : 

A'B'C'D' : Q = b' : i 



r 

ri 



e indicando con r' la misura di A'B'C'D' rispetto a 
Q si ha : r' : I zz: È' : [, ossia r' ^ b' . Vale a dire la 
misura di un rettangolo di altezza i è data dalla mi- 
sura della base rispetto all' unità lineare, espressa però 
in unità quadratiche. 

Se invece è dato un rettangolo qualunque ABQD 
e le misure dei suoi lati sono a, b, per determinare la 
sua misura basta trasformarlo in un rettangolo di altezza 
eguale all' unità. Indicando con b' la misura della base 
di questo rettangolo, essa sarà la misura del rettangolo 
espressa in unità quadratiche. Ma i due rettangoli di 
lati a e b, i e b' essendo equivalenti si ha. (t. I, 79) 
a:i —h':b 
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donde r ^ è' zn ab. 

Cor. I. — L' area del quadrato é eguale alla se- 
conda potens^a del suo lalo. 

Cor. II. — L'area di un parallelogramma è eguale 
al prodotto della base per V altera (e. i. I, 62). 

Coi". III. — L'area del triangolo é eguale al semi- 
prodotto di una base per Valus;xP' corrisporuìente (t. II, 63). 

Cor. IV. — L' area del trapezio é eguale al prodotto 
Mia semisomma delle basi per l'alle:(;ia (t. Ili, 62). 

Cor. V. — L'area del poligono regolare é eguale al 
semiprodotto del perimetro per l'apotema. 

Oss. III. ^ Per trovar l'area di un poligono qua- 
lunque basta scomporlo in triangoli e sommarne le 
aree ; oppure tra;;forraare Ìl poligono in un triangolo 
equivalente e calcolare l'area di questo triangolo,' 

Cor. VI. — La superficie laterale di una pira- 
mide regolare ha per area il semiprodotto del perimetro 
della base per . l' apolema (t. V, 63). 

Cor. VII. — La superficie laterale di un tronco di 
piramide regolare a basì parallele è eguale al prodotto 
della semisomma del perimetri delle basi per l'apotema del 
tronco (t, VI, 62). 

Cor. VITI. — La superfìcie laterale di un prisma ha 
per area il prodotto di uno spigolo per il perimetro dì 
una sezione normale (t. Vili, 62). 

Cor. IX. — La superficie laterale di un prisma 
retto ha per area il prodotto di uno spigolo per il peri- 
'metro della base. 

Teor. II. — // volume del parallelopipedo retto è 
^uale al prodotto dei tre spigoli non paralleli, od anche 
al prodotto dell'area della sUa base per la corrispondente 
alte^i^a. 
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Se è dnto un parallelop;[>edo retto P" avente per 
base un quadrato di liitu [, e di altezza e" si ha; 

F" : C— e" : I 
nvL' C e il cubo di lato i. Indicando con p" la misura 
di P" rispetto a C si ha : 

/>" ; I rz e" : 1 da cui p" zz e" (fig. 221), 



/L 



'(BL 



Sia dato un parallelopipedo retto P avente per 
base un rettangolo di lati a e &, e di altezza e. Per deter- 
minare la misura del parallelopipedo rispetto a.1 cobo C 
<ìi lato I si trasformi il parallelopipedo in un paralle- 
lopipedo retto P" avente per base un quadrato di 
laro I. L'altezza e" di quest'ultimo ci darà la misura 
del parallelopipedo espressa in unità cubiche. Per deter- 
minare e' si trasformi dapprima il parallelopipedo dato 
P in un altro P' che abbia per base un rettangolo di 
lati rt e I e r altezza e' ; si avrù ; 

> : I = .■ : e (e. II, t, I, 79) 

donde e' ^ bc 

Si trasformi poi P' in un altro parallelopipedo P" 
che abbia per base un quadrato dì lato i e per altezza 
e") si avrà, confrontandolo con P' 
il : 1 z= e" : e' 
da cui e" zz: ai:' zn nhc e. v. d. 
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Cor. T. — Il volume di un prisma é eguale al pro- 
dollo dell'area della sezione normale per la misura di imo 
spigolo (t. II, 65). 

Coi*. II. — Il volume di un prisma retto è eguale 
al prodotto dell'area della base per l'alte7;ja (e. r. IV, 65). 

Cor. III. — Il volume della piramide è eguale al 
ter^o del prodotto dell' area della base per V alte:{^a 
(t. HI, 66). 

Cor. lY. — // volume del tronco di piramide a basi, 
parallele e eguale al prodotto di un ter:;o dell' alte:(^a per 
la somma delle aree delle due basi e della media propor- 
:(iO'nale fra le basi le stesse (t. II, 8r). 

93. Tcor. I. — La lunghc:!;^^ e della circonferenza 
di raggio r è data dalla rela:(ione: c:zz2 7ir;e l'area A 
del cerchio di raggio r è data dalla rela:(ione : A =:n r'^, 
essendo ji il rapporto fra la circonferenza ed il diametro. 

a) Infatti essendo costante il rapporto fra la cir- 
conferenza ed il diametro, rapporto che indicasi con ji, 
e sapendosi che il rapporto fra due grandezze è eguale 
al quoziente dei rapporti di ciascuna di esse ad una 
terza qualsiasi presa come unità (e. 1, 1. 1, 90), avremo: 

h) Siccome poi 11 cerchio è equivalente al rettan- 
golo della circonferenza e della metà del raggio (t. II, 8.|.) 
cosi avremo : 



O^S. — Se r zr I , e :=r 2 jr si ha — in yr. Il numero 71 
2 
è dunque la misura della semicirconferenza di raggio i. 
Ciò spiega perchè abbiamo osato qui lo stesso sim- 
bolo n che abbiamo usato per Indicare un angolo piatto, 
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perchè l'angolo al centro viene misurato dall'arco sot- 
teso, e quindi l'angolo piatto, considerato come angolo 
al centro di un circolo, viene misurnto dalla semicircon- 
ferenza. 

Cor. I. — La superficie laterale del cilindro retto 
la cui base é un cerchio di raggio r e l'alie^^^a h, ha per 
misura il prodotto: 2nrh (ci, 1. 1, 84), 

Cor. II. — La superficie laterale del cono la cui 
base i un cerchio di raggio r e l' apottma è a, ha per 
misura il prodotto: nra (e. I, t. I, 86). 

Cor. III. — La superficie laterale del tronco di 
cono a basi parallele di raggi r e r' rispetlivamenie e di 
apotema a, ha per misura il prodotto : n {r -t- r') a 
(t. II, 86). 

Cor. IV. — Il volume del cilindro la cui base e di 
raggio r e la cui alte:{:{a é h, ha per misura : nr^h 
(e. II, t. I, S5). 

Cor. V. ^ // volume del cono ha per misura: 

~^r'h (e. II, t. I, 86). 
Cor. YI. — Il volume del tronco di cono : 

i' (r= + r" + rr') (t. IH, 86). 
Cor. yil, ■—- L'area della sfera di raggio r é ^nr^ 

(e. Il, t. m, 9s). 

Cor. Vili. — Il voUims della sfera: — :ir^ (e. II, 
t, I, 88). 
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§ 4- 
Unità di misure coiimnemcnto adottate 

91, Oss. I. — Per i segmenti rettilinei l'unirà è 
il metro. 

Per gli archi circolari si sceglie la 360'' parte della 
circonferenza, detta grado y questa dìvidesi in 60 pani 
eguali, dette mmwfc' primi,' ognuno di questi in 60 parti 
eguali, dette minuti secondi; ognuno di questi poi in 
decimi, centesimi. 

Per le superficie l'unità è ÌI meSroquadralo. 

Per gii angoli si sceglie anche 1' angolo al centro 
corrispondente al grado, che dicesi pure grado, e divi- 
desi in minuti piimi, secondi, ecc. *) 

Per i volumi l'unità è il metrocubo. 

Probi. — Dati un arco in gradi e la lunghes:ja del 
raggio della circonferen:(a a cui V arco appartiene, espri- 
mere in misura reltilinea la lunghe^:^a di esso arco. 

Sappiamo che Ìl rapporto fra due grandezze è in- 
dipendente dall'unità di misura colla quale esse si con- 
frontino (r. I, 90). Ma se prendiamo come unità di mi- 
sura degli archi il grado, e diciamo g la misura in 
gradi dell' arco dato, 11 rapporto fra 1' arco stesso e la 
«irconferenza è dato da : ^ ; mentre se prendiamo 
come unità un segmento rettilineo qualsiasi e diciamo / 



*) Pi-T tracciare puiicameate degli angoli, dati mediante la 
loro misura in gradi si fa uso dal rapportatore, che è un semi- 
cerchio di talco o di rame nel cui lembo sono segnati i gradi. 
Vi sono altri istrumenti più perfetti per iracciare gli angoli, dati 
mediante ìa loro misura in gradi. 
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ed r rispettivnmenie le misure dell' arco e del raggio, 
il detto rapporto fra l'arco e la circonferenza è dato 

da : T~- Adunque : 



^ da 

560 2jir 


coi : i = -5- 
;6o 


Oss. II. — Dalla 


relazione prec 


anche la scgiicme ; 





= - . 360 

la quale permette di esprimere in gradi la lunghezza di 
un arco, dato in unità rettilinee. 

Ad es. volendosi in gradi la misura dell' arco di 
lunghezza eguale al raggio, si troverebbe, prendendo 
come valore approssimato di n 3,14159 e quindi per 

— 0,3 [83098: 

g = 57°- ■?'■ 44". 75 
Oss. III. — Abbiamo visto che le misure delle 
aree e dei volumi si possono ridurre a misure di seg- 
menti rettilinei. Per il problema e per le osservazioni 
precedenti possiamo ridurre anche a misure di segmenti 
rettilinei gli archi di circolo e gli angoli, È per ciò 
che la retta, sia nella costruzione, come nella misura 
delle figure geometriche si chiama figura fondamentale 
della geometria. 
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§ s- 

Applicazioni <leH' Algebra alla Geometria 

92. Oss. ■ — L'applicazione deìl'Atgebra alla Geo- 
metrìa consiste nel rappresentare le grandezze geome- 
ti'iche mediante grandezze nomerìclie (date da numeri 
in cifre o in lettere), applicando a queste grandezze le 
operazioni dell' Algebra. Tale applicazione può farsi in 
tre modi diversi. 

I) Dati i valori numerici di alcune grandezze geo- 
metriche calcolare i valori numerici di altre grandezze^ 

II) Rappresentando i dati geometrici di una propo- 
sizione con numeri, dimostrare la proposizione stessa 
;òn l'aiLito dell'Algebra. 

Ili) Effettuare la costruzione geometrica di risultati 
algebrici. 

Daremo qui alcuni esempi. 



I. 

i) Calcolare il lato del. poligono regolare di 2n ver- 
tici, dati quello di n vertici, ed il raggio del circolo cir- 
coscritto. E inversamente. 

Sia (fig. 222) AB ~ L AC— U„ OD ~ Q 
OC—r. 

Dal triangolo rettangolo ADC si trac: 

Ma dal trianyolo rettangolo AOD si ha: 
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sostimendo si ha 



da cui, colle debite ndiizioni : 



. i/.-i/4-:t: 



In m»do analogo sì ricav 



:'rl/4'"-'.. 



2) Dato il lato del poligono regolare di n vertici tn~ 
scrino in un cerchio di raggio r, calcolare il lato del po- 
ligono regolare circoscritto dello stesso numero di vertici. 
E inversamente. 

Sia (fig. 223) AB =r l, il lato del poligono rego- 
lare inscritto, EF ^r 4 il lato del poligono circoscritto 
dello stesso numero di vertici. Si ha : A OB ^^ EOE 




perchè angoli doppi dell'angolo AOD; e siccome 
due triangoli AOB, EOE sono isosceli, essi sono ; 
mih, quindi : AB : EE ^ OD : OA 
ossia : h ik^Q-.r 

Ma dal problema precedente si ha : 



1 71/4 
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dunque : 

ar/i 

In modo analogo si trova : 

2 ri- 

3) Calcolare i laii del quadrangolo, dell'esagono, del 
triangolo, del decagono e del pentagono regolari, essendo 
dato il raggio r del cerchio ad essi circoscritto. 

. a) Si ha : Ì4 ::= ^ f/2 

perchè il quadrato del raggio lia per diagonale il lato 
del quadrato inscritto nel circolo. 

b) Si ha : i^ — r, 

essendo il lato dell' esagono regolare eguale al raggio. 

e) Si ha : 1,-^r \/~Y 

sostituendo nelle ultime forinole del problema i) invece 
di U., r. 



d) Si ha: /,„ = ^ (1/5-') 



perchè /,q è la parte aurea del raggio, e quindi indi- 
candola con X si ha : 



da 
epperò : 



('-7)-^ 



£} Si ha : 

i, = -':- [/ IO - 2 /T 
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~ 232 — 

che si deduce dall'ultima formoln. del problema i) so- 
stituendo per /jg il valore trovato. 

Osserva:(Ìom sul calcolo approssimalo di ti. 

Si indicliino con p e P i valori dei perimetri di 
due poligoni 1' uno inscritto, 1' altro circoscritto ad un 
cerchio ; si ha : p <i C <i P 

p P 

e quindi : ~ <^ ^ < "~. 

Calcolando ^ e P per un numero di lati abbastanza 
grande si hanno cosi due numeri, l'uno in difetto l'al- 
tro in eccesso, fra cui è compreso il numero n. 

Conosciuto il raggio della circonferenza, e dato 
quiudi il lato di un poligono regolare inscrìtto, si pos- 
sono calcolare p e P, e \ iati del poligoni inscritti e 
circoscritti dì un numero doppio dì vertici; e cosi via.»" 

Partendo dall'esagono inscritto 11 cui lato è eguale 
al raggio, e trovando i perimetri dei poligoni in- 
scritti e circoscritti di 12, 24, 96 lati, Archi- 
mede trovò die ti ò compreso fra i numeri 3 ^-. — 
e 3 4- —, il secondo dei quali è —■■ 

Ludolf ha (Calcolato 35 cifre. Altri matematici cal- 
colarono dei valori di ti ancora piti approssimativi ; ma 
rimaneva sempre il dubbio che si potesse costruire il 
segmento equivalente alla circonferenza con la riga e 
col compasso, problema a cui è collegato quello che fu 
un tempo già famoso, cioè il problema della quadratura 
<3el cerchio, vate a dire il problema di costruire con la 
riga e col compasso un quadrato equivalente al cerchio. 

Il matematico tedesco Liiidemann dimostrò nel 
1882 che il problema ò impossibile; la impossibilità dì 
esso era però da molto tempo intuita dai geometri. 
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— 233 — 

Per gli usi comuni è sufficiente prendere: 

71 = 3,1416. 
4) Calcolare V area A di un triangolo, essendo dali i 
lati a, b, e di esso. 

Sia (fig. 224) h V altezza tlel triangolo passante 






pel vcrdce A e clic divide a nei due segnieiui x ad 
■a — ,r ; si Ila: 

// zzzb' — x' h' =:c' — (a — xy 
da cui : 

b' — x' z= e' — a^ ^ 2a x' — x^ 
]}•- -<^a^ ~ c' 

» = — s — 

Ma: 



i = l/f - X- = |/((. + I) (t _ .V) 
epperò : 



donde : 

à-^\/{a^h+c){a^h-c){a-b + c){c^a + b) 
Ponendo : 
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5) Calcolare il raggio del cerchio inscritto ad un 
triangolo, essendo dait i Iati del triangolo. 

Il centro del cerchio inscritto è il punto d'inter- 
sezione D delle tre bissettrici del triangolo (fig, 225). 
Le altezze dei tre triangoli ABD, B CD, A CD passanti 
per D sono appunto eguali al raggio r del cerchio; 




dunque si ha : 



J ^ a ■ — -i- b ■ — ■+ e — ^ pr 
P 



r^^/ ip-^) lP~l^)iP~c) 
P 
6) Calcolare il raggio del cìrcolo circoscritto ad un 
triangolo, essendo dati i ire lati. 

H centro D del circolo circoscritto è ii punto d'in- 
tersezione delle tre perpendicolari condotte pei punti 
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di mezzo dei lati ai lati stessi (fig, 226}. Sia E il se- 
condo estremo del diametro di detto circolo passante 
per C, e sia AF perpendicolare a BC. l due triangoli 
JCE, FAB sono simili, e per ciò: 
2R:h — c:h 




essendo R il raggio del circolo circoscritto ed AFzn h, 
b e e i lati del triangolo opposti ai vertici B q C. 



Adui 



inque : 



2K:i = c:ll 



e quindi : 



"" 



4 y'p (p - a) (p - b) ip — e) 



I ) Dividere un segmento in due parli tali che Ìl loro 
rettangolo sia un massimo. 

Siano le due parti del segmento : — -f-ar, x 

il rettangolo sarà ; ■ 
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4 e 17 solide siereometricha 

2; solide poliedriche 

18-24 5) U grand. 

poligono di uà cerchio o di parli 
dj essi dicesi ai et delli figura stessa 
La grandezza intensiva delh super- 
ficie hterale di un prisma di uaa 
piramide, di un cono, di un cilindro^ 
della superficie di una sfera o di 
p^ni di e^si, dicesi pure iperficie 
della figura stessa 

4) Lt gnnde?za mtensna di un 
poliedio, di un cono di un cihnlro e 
d'una sfera, o di parte di essi, dicesi 
volume deila figura stessa. 

ro le graudozJC A-~ le grandezze A— <i eguale alla 

1 {AX]k- {AX)h- 

II solide poliedriche poliedriche 
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